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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudierons la classification d’ hypersurfaces affines tridimension-
nelles homogénes localement fortement convexes de R* établie par Dillen et Vranken.
L’opérateur de forme S est toujours diagonalisable, et les valeurs propres de S sont
constantes. Selon le nombre de différentes valeurs propres, nous allons démontrer les deux
résultats suivants :

Théoréme 1 : Il n’existe pas des hypersurfaces de dimension 3 localement fortement
convexe, localement homogéne dans R* dont 'opérateur de forme S a trois valeurs propres
distinctes.

Théoréme 2 : Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement
homogeéne dans R*, dont I'opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M
est affinement équivalente a la partie convexe de I'une des hypersurfaces suivantes :
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Abstract

In this thesis, we study the classification of homogeneous locally strongly convex three-
dimensional hypersurfaces of R* proved by Dillen and Vranken. The shape operator S is
always diagonalizable, and the eigenvalues of S are constant.According to the number of
different eigenvalues, we will demonstrate the following two results :

Theorem 1 : There are no 3-dimensional locally strongly convex, locally homogeneous
hypersurfaces in R* whose affine shape operator S has three distinct eigenvalues.

Theorem 2 : Let M3 be a locally strongly convex, locally homogeneous hypersurface
in R*, whose shape operator has two distinct eigenvalues. Then M is affinely equivalent
to the convex part of one of the following hypersurfaces :
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TABLEAU DE NOTATION

R™ Espace vectoriel & n dimensions sur le corps des nombres réels.
M™ or M  variété différentiable de dim n.
T,.M or T,M Espace tangent de M en p

Ck(M) Ensemble de toutes les fonctions de la classe C* sur M.
Cc*> Ensemble de toutes les fonctions de la classe C*° sur M.
D" ou D Ensemble de fonctions différentiables sur M.
{(‘%’1 ..... 3in} Base orthonormée de T, M.
XY, Z, X;,... Champs de vecteur sur M.
[(X,Y] Crochet de Lie de X et Y.
M Espace co-tangent de M a p.
M Espace fibré tangent sur M.
{0z1,....,0x,}  Base orthonormée de TM.
w Forme différentielle.
af,ow Différentiel de la fonction f et différentiel de la k-forme w.
X(M) Ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.
\Y Une connexion affine
\Y Connexion de Levi-Civita.
DxY Connexion canonique sur R"™.
T(X,Y) Torsion de la connexion V.
Ffj Symboles de Christoffel de la connexion.
g ou <..> Meétrique Riemannienne.
h(X,Y) La deuxiéme forme fondamentale.
Trh Trace de h.
y Courbe diftérentiable sur M.

R(X,Y)Z ou R Tenseur de courbure de la variété M.
Ric(Y, Z) Tenseur de Ricci sur M.
3 Champs de vecteur transversal.
— Immersion.
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INTRODUCTION

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle permet d’étu-
dier grace aux techniques du calcul différentiel une famille d’espaces topologiques appelés
“variétés différentiables”, permettant la rénovation de géométrie des courbes et des sur-
faces des espaces réels, et en la plagant selon un contexte contemporain.

Dans cette thése, nous étudions des hypersurfaces localement fortement convexes, locale-
ment homogénes dans 'espace affine, R*.

Les études antérieur de la dimension 2 ont d’abord été étudiés dans le livre de Guggen-
heimer |Gug77|. Leur résultat a été complété dans le papier de Nomizu et Sasaki [NS91]
donnant ainsi une classification dans la dimension 2. A partir de la dimension 2, seuls des
résultats partiels existent jusqu’a présent, la plupart de ces résultats concernent le cas o
I’hypersurface affine est localement fortement convexe, c’est-a-dire que la métrique affine
induite est une métrique définie positive. Dans ce cas, ces hypersurfaces ont été étudiées
dans le papier de Sasaki [Sas80] dans le cas ot I'hypersurface est une sphére affine et dans
une série d’articles de Dillen et Vrancken [DVL93| donnant une classification compléte en
dimension 3.

Durant ce mémoire, I’étude est basée sur la démonstration des 2 théorémes principaux
de l'article [DVL93|. Afin de bien déterminer I’environnement d’étude, le premier chapitre
est consacré aux définitions et notions qui caractérisent notre espace affine ainsi que la
théorie des variétés différentielles. En ce qui concerne les chapitres restants, on va proposer
les démonstrations détaillées des 2 théorémes cités précédemment.

Il résultera a la fin de ce travail une classification compléte des hypersurfaces étudiées.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre rappelle quelques définitions et propriétés fondamentales d'une géométrie
affine, et une hypersurface affine. Nous pouvons renvoyer le lecteur au livre Nomizu-Sasaki
INKS94], ou & d’autres références standard sur la géométrie différentielle.

Les références de ce chapitre sont [DV93|, [Nom68|, [NKS94|, |[Laf12],[DVL93|,|Li+15|
et |[CHIL7|

1.1 Espace affine

Définition 1.1.1
Soit 'V un espace vectoriel réel de dimension n. 2 un ensemble non vide est dit espace
affine associé a V si il existe une application

OxQ—=V
(p,q) = P
qui satisfait les axiomes suivant
— Vv p,q,TEQ, ﬁ:m—i_q?
— VYV peQet VeV il existe un seul ¢ € Q tel que z = pg.

V' est I'espace vectoriel associé a I'espace affine Q tel que dim$) = dimV.

Définition 1.1.2

Un systéme de coordonnées affines d’origine o € ) peut étre défini comme suit :
Soit { ey, ...,e,} une base de V
Pour chaque point p € 2, on écrit

op = Zzi(p)ei (1.1)

ot (z'(p),...,x"(p)) est un n-uplé de nombres réels déterminé de fagon unique, appelé
les coordonnées de p. L’ensemble des fonctions { x',...,x"} est appelé systeme affine de
coordonnées.



Si on a deux systémes de coordonnées affines { z', ..., 2"} et { y',...,y"}, alors ils sont liés

par
yi = Z a;'-:cj +c

out A = [a] est une matrice n x n et ¢ = (¢') est un vecteur.

Cette relation peut étre exprimée par I’équation y = Az + ¢, ou sous sa forme matricielle

9-(90

cette forme nous aide & avoir un systéme linéaire

Transformation affine

Les transformations affines sont les transformations géométriques les plus utilisées en
géométrie car elle préservent quelques propriétés géométriques.
Soit f : €2 — Q une application un a un de €2 sur lui-méme.
Pour chaque p € €2 on définit une application Fj, : V' — V comme suit : pour chaque
z €V, soit 7 € Q un point uniquement déterminé tel que pf = z.
Notons

Définition 1.1.3

On dit que f est une transformation affine si, V p € Q, Uapplication F, est une
transformation linéaire de V sur lui-méme (et elle est non singuliére, car elle est un a un
avec f). Dans ce cas, il suit que ¥V q € Q2 Uapplication F, coincide avec F,.

On peut donc appeler cette application la transformation linéaire associée et notée
F.

Exemple :
— Toute translation est une application affine d’application linéaire associée I'identité

— Une application f de R dans R est affine si et seulement si elle est de la forme
f(x) = ax + b, ot a et b sont deux réels; 'application linéaire associée F' est alors
donnée par F' = ax

— Toute composition de rotations, translations, changement d’échelle, est une trans-
formation affine.

- Soit {x',..., 2"} un systéme de coordonnées affines d’origine o est basé sur une base
{e1,...en} et {yt, ..., y"} le systéme de coordonnées affines d’origine f(0) est basé sur la
base {F'(ey),...., F(e,)}, on a

yi(f(p)) = x:(p) pour peQ

Nous pouvons écrire la relation entre le systéme de coordonnées {z, ..., 2"} et {y', ..., y"}
sous la forme

wi:Zbé-yj+di 1<i<n
j=1



Définition 1.1.4

Un sous-ensemble non vide €)' de Q est appelé un sous-espace affine si, pour un certain
point p € Q' ’ensemble de vecteur {@,q € Q'} de Q forme un sous-espace vectoriel W
de V. Dans ce cas, p dans la condition peut étre remplacé par n'importe quel point avec
meéme sous-espace vectoriel W résultant.

La dimension d’un sous-espace affine est, par définition, la dimension de [’espace vectoriel
associé.

1.2 Notions de géométrie différentielle

Dans cette section on rappelle quelques propriétés et définitions concernant les variétés.

Définition 1.2.1 (Variété topologique)
Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé dont tout point

admet un voisinage U homéomorphe par une application qu’on note ¢ a un ouvert V de
R"™.

Définition 1.2.2 (Carte locale)
Une carte d’une variété topologique est le couple (U, @) formé de louvert U (le domaine
de la carte) et de I’homeomorphisme ¢ de U sur un ouvert V de R".

Définition 1.2.3 Deux cartes(U, X) et (V,Y) sont C*™-compatibles si le changement de
cartes est un C"-diffeomorphisme.

Définition 1.2.4 (Coordonnées locales)

Soit (U, @) une carte locale de M, et soient (x1(p), ..., xn(p)) les coordonnées du point ¢(p)
de R™.

Le systéeme {x1,...,x"} de n fonctions définies et continues dans U est appelé un systéme
de coordonnées locales de la variété.

Définition 1.2.5 (Atlas)
Soient M une variété topologique et A = {(Uys, da)},er une famille de cartes locales de
M, on dit que A est un atlas de M si M = |J,c; Ua

Définition 1.2.6
Un atlas de classe C* d’une variété topologique M est un atlas A = {(Uy, ¢o)}
dont deux cartes quelconques sont toujours compatibles.

de M

ael

Exemple : Le cercle peut en effet étre muni d’un atlas dont les fonctions de transition
sont des translations,p artant de la paramétrisation locale (cost,sint)

Définition 1.2.7 Un atlas de classe C* d’une variété topologique M est dit maximal si
toute carte compatible avec les cartes de l'atlas appartient elle-méme a ’atlas (on trouvera
aussi dans la littérature les adjectifs "complet” et "saturé”). Un tel atlas est aussi appelé
structure différentielle de classe C*.

Définition 1.2.8 (Changement de carte)
Soit A = {¢; : Uy = V;}un atlas d’une variété topologique. Les changements de cartes de

A sont les homéomorphismes ¢;; = ¢; ogb;l , Ce sont des homéomorphismes entre ouverts
de R™ .



FIGURE 1.1 — changement carte

Définition 1.2.9

Soient M une varicté topologique et A = {(Us, ¢i)},c; un atlas de M. On dit que A est de
classe C* (1 < k < o0), si pour tous i dans I, les applications de changement de cartes
¢i; sont des difféomorphismes de classe C*.

Définition 1.2.10 (Variété diférentielle)
Une variété différentielle de classe C* est une variété topologique munie d’une structure
différentielle de classe C*.

Exemple :
1. Pour l'espace R", 'ensemble a un élément {(R", Id)} est un atlas de classe C!
2. La sphére unité S définie par :

S = {.CE c Rn+1/’|£” _ 1} C Rn-‘rl

est une variété différentiable de dimension n.

1.3 Espace tangent et cotangent

1.3.1 Vecteur tangent

Définition 1.3.1
Soit M une variété différentiable et x € M. Une application A, : C*(M) — R est appelée
une dérivation en x, si elle satisfait les propriétés suivantes : pour tous f,g € C*°(M).

1. AL(f +9) = Au(f) + Au(g)-
2. Au(f.9) = Au(f).9(x) + f(2).As(9).

Définition 1.3.2 (Espace Tangent)
L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle l’espace tangent de M en x , il est
noté T, M. Par définition un vecteur tangent de M en x est un élément de T, M.



Remarque 1.3.1

— T, M est un espace vectoriel de dimension n.

— Soit {(U, gb)} une carte locale au pomt = M et ¢ = (zt,22,...,2") les coordonnées
forme une base de T, M.

Définition 1.3.3 (Espace Cotangent)
1. On note T;M [’espace dual T, M nommé espace cotangent a M en x. On sait que
localement -2 est une base de T,M. On note par (dz'|z) sa base dual, nous avons

|z
i 0
<dx\a:7 ox?

x> est le symbole de Kroneker défini par 65
=1 si i=j
=0 si i#]

2. T"M = J,ep T"M est appelé le fibré cotangent de M.

1.4 Champs de vecteur

Définition 1.4.1

Un champ de vecteur X sur une variété différentiable M est une correspondance qui as-
socie a chaque point p € M un vecteur X (p) € T,M. En terme d’application, X est une
application de M en fibré tangent T M. Le champ est différentiable si X : M — T M est
différentiable. On note par X(M) ensemble de tous les champs de vecteur de classe C°.

Considérant X : U C M — T'M on peut écrire :
Y a
i=1 ‘Oz

ou chaque a; est une fonction sur U et {%} est la base associée a x.
1

Lemme 1.4.1
Sotent X et'Y des champs de vecteurs différentiables sur une variété M. Il existe alors
un champ de vecteurs unique Z tel que, pour tout f € D(M),

Zf=(XY -YX)f

ot D(M) est l’ensemble de toutes les fonctions différentiables sur M.
Le champ de vecteurs Z donné par ce lemme est appelé le crochet de Lie de X et Y noté

[X,Y]=XY -YX (1.2)

Proposition 1.4.1
St XY et Z sont des champs de vecteur différentiables sur M, a,b sont des nombres réels
et f g des fonctions différentiables, alors :

Y] = —[Y, X]| (anti-commutativité),
aX +b0Y, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linéarité),
Y, Z|+ Y, Z], X| + [[Z, X],Y]| = 0 (Identité de Jacobi),

L[,
2.
3. [1X,

4 [F X gY] = FglX, Y+ fX(9)Y — gV (/)X



1.5 Géométrie différentielle affine

Nous considérons maintenant ’espace réel affine standard €2 = R™ comme une variété
différentiable de dimension n.

De la construction d’un systéme de coordonnées affines { z', ..., 2"} cela implique que

—— comme champ de vecteurs correspond a e, ou { el,...,e"} est une base de V sur

x
laquelle le systéme de coordonnées affines est basé. Considérons un champs de vecteur Y

arbitraire sur R” et soit z;, a < t < b, une courbe lisse arbitraire sur R".
Si nous prenons un systéme de coordonnées affines { x!, ..., 2"}, on peut écrire

Y = ZYZ% etz ={2'(t),...,2"(t)}
i=1

On peut définir la dérivée covariante D,Y de Y le long de la courbe z; par

"L dYi(x,) d "\ dY'd? d
DY =) — 2 = -
=2 At da Z dei dt da

i=1 ij=1

Donc DY est une généralisation de la dérivée directionnelle des fonctions aux champs de
vecteur.

Propriétés 1

Si X est un vecteur tangent en un point xo, alors DxY est définie par DxY = (DY),
ol x; est une courbe avec un point initial Ty et vecteur tangent initial X .

D la différentielle covariante a les propriétés suivantes :

1
2
3
4

Dxisx,Y = Dx,Y + Dx,Y
DyxY = ¢DxY

Dx(Y1 +Y2) = DxYi + DxYs
Dx(¢Y) = (X@)Y + ¢DxY

o~ o~~~
— — ~— ~—

ol ¢ est une fonction lisse et X,Y, X1, Xo, Y] et Yy sont des champs de vecteur sur R™ .

Définition 1.5.1

Une forme volume (ou élément volume) sur une variété M de dimension n est une forme
n alternée w telle que w, #0 Vp € M.

-Une transformation affine f est dite équiaffine si elle préserve la forme volume.



1.5.1 Connexion affine

Soit M une variété différentiable de classe C*° de dimension n. La fagon la plus pra-
tique de définir la notion d’une connexion affine (ou linéaire) se fait par différentielle
covariante d’'un champ vectoriel par rapport a un autre.

On notera §(M) I'ensemble de tous fonctions différentiables et par X (M) I'ensemble de
tous les champs de vecteur lisses sur M.

Par une régle de différentiation covariante sur M, nous définissons une application
V:X(M)xX(M)— X(M)

(X,)Y) = VxY
satisfaisant les conditions suivantes :
— Vx+x,Y =Vx, Y +VyY
— VexV = oVxY
— Vx(Y1 +Y2) = VY + VY,
— Vx(¢Y) = (X9)Y +oVxY
tel que XY, X7, X0, Y1, Yo € X(M) et ¢ € F(M).

Une connexion affine sur M n’est rien d’autre qu'une regle de différentiation covariante
sur M notée par V.
Une connexion affine sur M induit une connexion affine sur toute sous-variété U de M.
Localement, si U est un voisinage avec des coordonnées { z', ..., 2"}, alors on peut écrire

0 - 0
— = k.~
V0 5o = 2 g
ox’ -
ou les fonctions Ffj(i, j,k = 1,...,n) sont appelées les symboles de Christoffel pour la

connexion affine.

1.5.2 Champs tensoriels

Dans cette sous-section, nous donnerons une bréve introduction aux champs tensoriels
pour cela commencgons par définir un tenseur

Définition 1.5.2 (Tenseur)

o Pour tout x € M nous définissons [’espace vectoriel

TOIM = T,M @ T,M... @ TM@TiM @ TiM @ . TiM

rfois sfois

o Un élément T € T" M est un tenseur de type (r,s) au-dessus de z.

e On note T M = UIGM Tér’s)]\/[



Définition 1.5.3 (Champs de tenseur)

Un champ de tenseur de type (r,s) sur M est une partie de T M. Lensemble des
champs de tenseur de type (r,s) est noté par TSN

Une connexion affine V conduit & une différenciation covariante des champs tensoriels
par rapport a un champ vectoriel

Plus précisément, soit K un champ tensoriel de type (r, s), c’est-a-dire avec un degré
contravariant r et un degré covariant s, est défini comme une carte multilinéaire

T:X(M) X ..x X(M)xF(M) x...x§F(M)

et soit X un champs de vecteur, alors Vx K est un champ tensoriel du méme type (r, s).
X € X(M) — VxK

Définition 1.5.4
Le tenseur de torsion T est définit par

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

c’est un tenseur de type (1,2) qui associe & une paire de champs de vecteur (X,Y) le
champs de vecteur T
Les composantes du tenseur de torsion T en coordonnées locales sont

k _ Tk k
;=15 Ty
La connexion est dite symétrique si T = 0.

Définition 1.5.5
Le tenseur de courbure R, qui est de type (1,3), est défini par

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

tel que R(X,Y) est une transformation linéaire de T,,(M). Les composantes en coordon-

nées locales : 9 8 9 P
Rl—,—)— = R, —
(8xk’ Ox! ) OxJ ; IR i
données par . .
Gkl — (%;j - axzj) - Zrijrkm —Lkitim

m

Remarque 1.5.1
Désormais, nous supposerons que le tenseur de torsion d’une connexion donnée V est nul.
Nous disons également que V a une torsion nulle ou que V est sans torsion.

Corollaire 1.5.1 La premieére et la deuxiéme identités Bianchi sont données par :
RX,)Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0.



Remarque 1.5.2

— Si R est identique a 0 sur M, on dit que V est une connexion affine plate.
— Ainsi, une connezion affine est plate st T'=0 et R = 0.

— V est plate si et seulement si autour de chaque point, il existe un systeme de coor-
données local tel que Ffj =0Vuq,7k

— 51T =0 et VR = 0,alors on dit que V est une connexion affine symétrique.

Définition 1.5.6

-Une connexion équiaffine V sur M est une connexion sans torsion qui admet un élément
de volume paralléle w on M. Siw est un élément volume sur M tel que Vw = 0, alors on
dit que (V,w)est un structure équiaffine sur M.

1.6 Meétriques non dégénérées

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Pour une forme bilinéaire donnée
fi(z,y) = f(z,y) € R, il existe une base en V

{€1, s €py s €pigs €ptgits s Ent

tel que

De plus, les entiers p et ¢ sont déterminés de maniére unique, ce que ’on appelle souvent
la loi d’inertie de Sylvester.

Pour f donnée , le sous-espace Vo = {x € V : f(z,y) =0 Vy € V} est appelé noyau.
Sa dimension est égale & n — (p + q).

On dit que f est non dégénéré si I'espace nul est {0} donc f est non dégénéré si et
seulement si p + g = n.

Une fonction bilinéaire symétrique non dégénérée est appelé un produit intérieur sur
V. La paire (p, q) est appelée sa signature.

— Sip =mn,alors f(x,z) >0 Vz, et I'égalité est vraie si et seulement si x = 0. dans
ce cas, f est dit définie positive.

— Si g = n, alors f est dit définie négative.
— Si f est définie positive ou définie négative, on dit que f est définie.
— Sinon, f est indéfini.

M une variété différentiable de dimension n, g métrique non dégénérée sur M, un champ
tensoriel symétrique de type (0,2) qui est non dégénéré est défini comme suit :

9



— Sig(X,)Y) =0 VY € T,(M), alors X = 0. Ceci est nommé aussi une métrique
pseudo-Riemannianne (ou semi-Riemannianne).

— Si g est définie positive, on dit que g est une métrique riemannienne.

— Si f: M — E est une immersion de M dans un espace euclidien F, alors f induit
une métrique riemannienne g :

g(X,)Y) =< fu(X), f(Y)> VXY € T, (M)

ou <, > désigne le produit intérieur euclidien.

Supposons que M soit munie d’une métrique non dégénérée g. Nous disons qu’une connexion
affine V sur M est métrique si Vg = 0.

Géométriquement, cette propriété implique que le déplacement paralléle préserve le pro-
duit scalaire donné par g.

Theoréme 1.6.1
Etant donnée une métrique non dégénérée g sur M, il existe une connexion affine avec
une torsion nulle qui est métrique : Vg = 0.Celle ci est unique et appelée la connexion de
Levi-Civita pour g.

Supposons qu’une variété M de dimension n soit munie d’une métrique non dégénérée
h, et une connexion affine V.

Nous définissons une nouvelle connexion affine V tel que : Pour chaque X,Y, Z € X(M) :
XWY,Z)=h(VxY,Z)+hY,VxZ)

Cette équation détermine une connexion affine unique V, nommée la connexion conju-
guée de V relative a h. Si V est une connexion relative a h, alors V coincide avec V. Nous
nous intéressons donc au cas ot V n’est pas nécessairement relative a h. Si 'on considére
la connexion conjuguée a V relative a h, alors on revient a V.

Corollaire 1.6.1 B )
Les tenseurs de torsion T et T de V et V, respectivement, satisfont
VXY, ZeX(M).

Corollaire 1.6.2 )
Suppose que V est de torsion nulle. Alors V est de torsion nulle si et seulement si (V,h)
satisfait I’équation de CodazziS

(Vxh)(Y,Z)=(Vzh)(Y,X) VX,Y,Z e X(M).
Si (V, h) satisfait I’équation de CodazziS, alors (X,Y,Z) — C(X,Y,Z) = (Vxh)(Y, Z)

est une fonction symétrique 3-linéaire. Nous I’appelons la forme cubique pour (V, k). Dans
ce cas, nous dirons également que (V, h) est compatible.

10



Corollaire 1.6.3
Si'V est sans torsion et (V,h) est compatible, alors
(1) (V,h) satisfait I’équation de Codazzi’s

'~

(2) V = 1(V + V) est la connexion Levi-Civita pour h.

Proposition 1.6.1 B B
Les tenseurs de courbure R et R de V et V sont liés par

WR(X,Y)Z,U) = —h(Z, R(X,Y)U).

Corollaire 1.6.4
R =0 si et seulement si R = 0.

1.7 Immersions affines

Nous introduisons la notion générale d’immersion affine. Nous supposerons toujours
que les connexions affines données ont une torsion nulle.
Considérons deux variétés différentiables avec des connexions affines (M, V) et (M, V) de
dimensions m et n, respectivement. Soit k = m — n.

Définition 1.7.1 Une immersion différentiable f : M — M est dite immersion af-
fine si la condition suivante est satisfaite ; il existe une distribution différentiable k -
dimensionnelle N le long de f : © € M — N,, un sous-espace de Ty)(M), tel que

Tiy(M) = f(T.(M))+ N,  (somme directe) (1.3)
et tel que pour tous X,Y € X(M) on a

(Vxfi(O))e = (f(VxY))e + ((X,Y)), ot a(X,Y), €N, (1.4)

Dans le cas ou f : M — M est une immersion d'une variété M dans une variété
Riemannianne M avec g métrique Riemannian definit positive, on peut certainement
choisir I'espace normal en chaque point, a savoir que

N, =€ €Tim(M): g6, X)=0 ¥V XeT,(M) (1.5)

Dans cette situation, il est facile de montrer que la carte (X,Y) € X(M) — «o(X,Y)
définit réellement pour chaque point x € M une carte bilinéaire symétrique

T.(M) x T,(M) — N,

Définition 1.7.2

Dans le cas ot [ est une immersion d’une variété M dans une variété riemannienne M,
cette applicationa est appelée la deuxiéme forme fondamentale.

Considérant que la premiére forme fondamentale fait référence a la métrique rieman-
nienne induite sur M.

Dans la géométrie des immersions affines, nous appellerons o simplement la forme fon-
damentale affine.
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1.7.1 Hypersurfaces affines

Définition 1.7.3
Nous considérons une variété différentiable M de dimension n avec une immersion

f:M— R

Nous appelons M une hypersurface et f une immersion hypersurface. On peut aussi ap-
peler M une hypersurface immergée.

Pour chaque point p € M, nous choisissons un champ local de vecteurs transversaux
E:xelUw &, ou U est un voisinage de p. La transversalité signifie dans ce cas :

Ty (R™) = f* (To(M)) + Span {&,} (1.6)
ou Span {&,} signifie le sous-espace unidimensionnel engendré par &,.

Proposition 1.7.1

Pour une immersion hypersurface f : M — R"L supposons que nous ayons un champ
vectoriel transversal & sur M. alors nous avons une connexion induite sans torsion V
satisfaisant :

Dxf(Y)=fx(VxY)+h(X,Y)E la formule de Gauss (1.7)

ou h est une fonction bilinéaire symétrique sur l’espace tangent T, M .
La fonction bilinéaire symétrique h est appelée la forme fondamentale affine (par
rapport au vecteur transversal &)

Définition 1.7.4

Soit (M, V)une variété de dimension n muni d’une connexion affine V.Une immersion
f i M — R est appelée immersion affine s’il y a un champ vectoriel & sur M tel que
la formule de Gauss est vérifiée.

Donc pour une immersion hypersurface f : M — R"™! un choix du champ vectoriel
transversal £ fournit une connexion induite V de telle sorte que f devienne une immersion
affine.

Proposition 1.7.2
Pour tout X € X(M), on a

Dxé=—fx(SX)+7(X)¢ (formule de Weingarten) (1.8)

ot S est un tenseur de type (1,1), appelé Uopérateur de forme affine, et T est une
1-forme, appelée la forme de connexion transversale.

Proposition 1.7.3

Soit (M,V) une variété de dimension n munie d’ une connexion affine V et soit f :
M — R et f: M — R™ " immersions affines par rapport auz champs de vecteur
transversaux € et &, respectivement. Les objets h, S et T pour & sont notés h, S, et T Suppose
que

h=h  S=5  r=7
Alors, il y a une transformation affine A tel que f = Af.
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On fixe donc une forme volume paralléle fixe w dans R. Pour une immersion hypersurface
f: M — R*" Soit € un champ vectoriel transversal. En plus de la connexion induite
V et de la forme fondamentale affine h, nous considérons 1’élément de volume suivant ¢
sur M :

0(Xy1,..., Xn) = w0(X1, ..., X0, &) (1.9)

Il est clair que 6 est une forme volume sur M, appelé forme volume induite.
Nous nous intéressons a la question de savoir si (V,6) définit une structure équiaffine,
c’est-a-dire si VO = 0 est valide. (pour la preuve voir [NKS94|)

Proposition 1.7.4
On a
Vx0=r71(X)0 VX e T, (M) (1.10)
Par conséquent, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
— V=0
— 7 =0, c’est pourquoi, Dx& est tangentielle pour chaque X € X(M)

Définition 1.7.5

— Pour Uimmersion hypersurface f : M — R un champ vectoriel transversal &
est dit équiaffine si Dx¢ est tangentielle a M pour tous X € T,(M),x € M.

— Awec un champ vectoriel transversal équiaffine £, on a une structure équiaffine
(V,0) sur M.

— Ainsi, nous pouvons appeler f: (M,V,0) — R"™! une immersion équiaffine.

1.7.2 Equations fondamentales

On peut imposer maintenant des équations fondamentales pour 'immersion hypersur-
face f: M — R™*L,

Tout d’abord, nous considérons le cas ot le champ vectoriel transversal donné ¢ est
arbitraire.

Theoréme 1.7.1

Pour un champ vectoriel transversal arbitraire € la connexion induite V, la forme fonda-
mentale affine h, l'opérateur de forme S et la forme de connexion transversale T satisfont
les équations suivantes :

Gauss :R(X,Y)Z = h(Y,Z)SX — h(X,Z)SY (1.11)
Codazzi pour h:(Vxh)(X,Y,Z) +7(X)h(Y,Z) = (Vyh)(X,Z) + 7(Y)h(X, Z) (1.12)
Codazzi pour S:(VxS)(Y) —7(X)SY = (VyS)X —7(Y)SX (1.13)
Ricci:h(X,SY) — h(SX,Y) =dr(X,Y) (1.14)
Corollaire 1.7.1
Le tenseur de Ricci de la connexion induite est donné par
Ric(Y, Z) = h(Y, Z)trS — h(SY, Z) (1.15)
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Remarque 1.7.1

1. D’apres (1.15)) et (1.14)) il s’ensuit que Ric est symétrique si et seulement si dr = 0.
2. Dans l’équation de Codazzi on voit que le coté gauche est symétrique en X et Y
ainst qu’en Y et Z. Par conséquent, si nous définissons

C(X,Y,Z)=(Vxh) (Y, Z)+1(X)h(Y, Z) (1.16)
On appelle C la forme cubique pour l'immersion affine.
L’équation dans le théoréeme [1.7.1] ne sont pas toute indépendantes.

Proposition 1.7.5 Soit M une variété différentiable avec une connexion affine sans tor-
sion V,h un champ de tenseur covariant symétrique de degré 2, un (1,1) -tenseur S, et un
T de forme 1 qui satisfont ensemble l’équation de Gauss et ’équation de Codazzi
pour h . Si le rang h > 3, alors ’équation de Codazzi pour S est satisfaite.

Définition 1.7.6

Le rang de la forme fondamentale affine est indépendant du choixz du champ vectoriel
transversal. Nous le définissons comme le rang de [’hypersurface ou de l'immersion hy-
persurface. En particulier, si le rang est n, c’est-a-dire si h est non dégénéré, alors on dit
que ’hypersurface ou l'immersion hypersurface est non dégénérée.

1.8 Immersions de Blaschke

Soit f : M — R™! une immersion hypersurface non dégénérée. Quel que soit le
champ transversal £ que nous puissions choisir, la forme fondamentale affine h peut étre
traitée comme une métrique non dégénérée sur M. C’est 'hypothése de base sur laquelle
Blaschke a développé la géométrie différentielle affine des hypersurfaces.

Dans cette section, nous donnerons une base structurelle. Nous fixons un élément de
volume fixe sur R"*! (donné par le déterminant par exemple).

Le choix d’un champ vectoriel transversal arbitraire £,génére sur M la forme fondamentale
affine h, la connexion induite V et I’élément de volume induit 6.

Nous voulons atteindre, par un choix approprié de &, les deux buts suivants :

I. (V, &) est une structure équiaffine, c’est-a-dire V0= 0

II. 0 coincide avec la forme volume wy,

Theoréme 1.8.1

Soit f : M — R une immersion hypersurface non dégénérée. Pour chaque point
xo € M il existe un champ vectoriel transversal défini dans un voisinage de xy satisfaisant
aux conditions I et II ci-dessus. Un tel champ vectoriel transversal est unique.

Définition 1.8.1

Un champ vectoriel transversal satisfaisant I et II est appelé champ normal affine ou
champ normal de Blaschke. Pour chaque point x € M, nous prenons la ligne passant par
x dans la direction du vecteur normal affine &,.Celle ci est appelée la normale affine par
x.

Définition 1.8.2
En fizant un champ normal affine &, nous avons la connexion induite V, la forme fonda-
mentale affine h, qui est appelée métrique affine, et ['opérateur de forme affine S déterminé
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par les formules de Gauss et Weingarten.

Nous appellerons (V, h, S) la structure Blaschke sur l’hypersurface M. L’immersion affine
f: (M, V) — (R" D) avec le champ normal affine & est appelée une immersion Bla-
schke. Nous parlerons également de M comme d’une hypersurface Blaschke.

La connexion induite V est indépendante du choix du signe pour & et est appelée la
connexion Blaschke.

Remarque 1.8.1

De lunicité du théoréme[1.8.1), il s’ensuit que la structure de Blaschke est invariante sous
chaque transformation équiaffine de l'espace ambiant R™ 1. Si une hypersurface M non
dégénérée est orientable, alors il existe un champ normal affine globalement défini, qui est
unique a signer. En fait, nous pouvons orienter £ en utilisant une orientation de M.

Comme cas particulier du théoréme [1.7.1] nous avons

Theoréme 1.8.2
Pour une hypersurface Blaschke M, nous avons les équations fondamentales suivantes :

Equation de Gauss: R(X,Y)Z = h(Y,Z)SX — h(X,Z)SY (1.17)
FEquation de Codazzi pour h: (Vh)(X,Y,Z) = (Vh)(Y, X, Z) (1.18)
Equation de Codazzi pour S: (VxS)Y = (VyS)X (1.19)

FEquation de Ricci : h(X,SY) = h(SX,Y) (1.20)

Condition équiaffine : V8 =0 (1.21)
Equation de volume : 0 = wy, (1.22)
Condition d’Apolarity : Vw, = 0 (1.23)

Proposition 1.8.1

Pour une hypersurface non dégénérée (n > 2) avec la structure Blaschke, nous avons

1. S =0 st et seulement si R = 0.

2. Le tenseur de Ricci est donné par Ric(X,Y) = trSh(Y, Z) — h(SY, Z) comme précé-
demment, et Ric vaut 0 si et seulement st S = 0. 3. 515 = A ou \ est une fonction
scalaire, alors \ est constant.

Définition 1.8.3

-Une hypersurface Blaschke M est appelée une hypersphére impropre si S est identique
a 0.

-Si S = M ou A est une constante non nulle, alors M est appelée une hypersphére
affine propre.

Nous donnons maintenant une définition des hypersurfaces localement homogénes, et
hypersurfaces fortement convexes localement [dillen1993homogeneous.

Définition 1.8.4

Soit f: M — R une hypersurface non dégénérée munie de la structure Blaschke. On
appelle M localement homogéne si pour tout point s, p et q dans M, il existe un voisinage
U, de p dans M, et une transformation équiaffine A de R™™!' i.e A € SL(n+1, R) x R"™,
tel que A(p) = q, et A(U,) C M. Si U, = M pour tous p € M, alors M est appelé
homogéne.
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Proposition 1.8.2

— Chaque transformation équiaffine laissant M localement invariante, préserve la mé-

trique affine h et la connexion induite V.

— 5% pour tous les points p et q de M, il existe des voisinages U, de p et U, de q sur

M, et un diffeomorphisme f : U, — U,, avec f(p) = f(q) tel que f préserve h et r,
alors M est localement homogéne.

Définition 1.8.5 Soit f : M — R""! une hypersurface non dégénérée munie de la
structure Blaschke. Si h est définie positive, alors nous appelons M une hypersurface for-
tement localement convexe.

Procédure pour trouver le champ normal :

1.
2.

Choisissez un champ vectoriel transversal provisoire &.Calculer 7.

Déterminer la forme fondamentale affine h d’aprés ¢ en utilisant la formule de Gauss

Vérifiez que h n’est pas dégénéré.

. Déterminer la forme volume induite 6 & partir de &

(X1, ooy X)) = det fo X1, o X €
Choisir une base unimodulaire { X7, ........ , X, } avec
10, CH X)) =1

Définir h;;h(X;,Y;) et calculer detyh = det[h;;].

. Prendre ¢ = |detgh|" ("2 et poser £ = ¢& + Z,ot Z doit étre déterminé par

1
T+ g_bh(Z’ )+ dlogp =0

Si 7 = 0 cette équation est simplifi¢ h(Z, X) = —X ¢ pour tous X.

. Une fois que nous obtenons le champ normal affine, il est facile de calculer la métrique

affine h = h/¢, l'opérateur de forme affine S, et la connexion induite V.

Le lecteur peut trouver de nombreux exemples dans le livre de Nomizu-Sasaki [NKS94].

1.9 Forme cubique

Nous continuons avec une hypersurface non dégénérée avec sa Blaschk structure. De
I’équation de Codazzi pour h, nous voyons que la forme cubique

C(X,Y,Z) = (Vxh)(Y, Z) (1.25)

est symétrique en XY et Z.
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Définition 1.9.1
Soit f: M — R™ ! une hypersurface non dégénérée munie de la structure Blaschke,avec
sa forme cubique C, en plus de la connexion induite V sur M, nous considérons la
connezion Levi-civita NV pour Uaffine métrique h. nous considérons le tenseur de diffé-
rence de type (1,2) :

K(X,Y)=VxY —VyxY (1.26)

Puisque V et V sont sans torsion, nous avons K (X,Y) = K(Y, X). Nous allons également
écrire

KxY =K(X,Y) e Kx=Vyx-—Vy

ainsi pour chaque X € X(M), Kx est un tenseur de type (1, 1). Nous pouvons maintenant
relier la forme cubique au tenseur de différence.

Proposition 1.9.1
On a
C(X,Y,Z) = —2h(KxY, Z) (1.27)

Corollaire 1.9.1
La connezion induite V et la connexion Levi-Civita V coincident si et seulement si K = 0,
c’est-a-dire si et seulement si la forme cubique C disparait a ["identique.

Theoréme 1.9.1
Nous avons la condition d’apolarité :

trkx = pour tout X € T,M (1.28)

en notation d’index

Z Kfj =0 pour chaque i fixé
j=1

Theoréme 1.9.2
La condition d’apolarité [1.28 est équivalente & chacune des conditions suivantes :

tr{(Y,Z2) - C(X.,Y,Z)} =0 pour tout X € T,M. (1.29)

en notation d’index : .
Z hjkCijk =0 pour tous i

jk=1

tr(Vxh) =0 pour tout X € T,M (1.30)

trp, K =0 (1.31)
en notation dindex .
> WK =0 Vi
k=1
Theoréme 1.9.3
Soit f: M — R n > 2 une hypersurface non dégénérée munie de la structure de

Blashcke, Si la forme cubique C disparait a l'identique, alors f(M) est un hyperquadrique
en R+,
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Lemme 1.9.1

Si la forme cubique d’une hypersurface Blaschke M est identique a 0,alors M est une
hypersphere affine

Remarque 1.9.1 Les équations de base peuvent également étre exprimées en termes de
Connexion Levi-Civita du tenseur de différence. En particulier, nous avons l’équation de
Codazzi pour K qui tmplique que

VK(X,Y,Z) - VK(Y,X, Z)
1 1 1 1
= 5h(Y. 2)SX = Sh(X, 2)SY + Sh(SX, 2)Y — Sh(SY, Z)X. (1.32)

Pour la preuve de ce lemme, et deux preuves équivalentes du théoréme [1.9.3] le le lecteur
peut les trouver dans [NKS94].

Proposition 1.9.2 Soit f : M — R*™  n > 2 une hypersurface localement fortement
convexe non dégénérée munie de la structure de Blashcke,Alors
1. 1l résulte de l’équation de Ricci que l'opérateur de forme affine est diagonalisable.

2. Donc M est homogene, les valeurs propres de l’opérateur de forme sont constantes
d’aprés [Nom06§/
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CHAPITRE 2

RESULTAT DE NON EXISTENCE

Dans ce chapitre on va démontrer le premier résultat fondamental de I'article de clas-
sification [DVL93] :

Theoréme 2.0.1
1l n’existe pas d’hypersurfaces de dimension 3 localement fortement convexes, localement
homogénes dans R* dont l'opérateur de forme S a trois valeurs propres distinctes.

Pour cela on va essayer d’'implanter une méthode qui différe de celle proposée dans I'article
[DVL93].

Démonstration
Soit I'immersion F': M — R* et M est la sous variété différentielle de dimension 3. Pour
le reste, M désignera toujours une hypersurface de Blaschke de R* localement fortement
convexe, localement homogéne. Et nous omettons d’écrire I'immersion F' dans les équa-
tions.

Puisque M est localement fortement convexe, en utilisant la proposition [1.9.2] il résulte
de I’ Equation de Ricci que 'opérateur de forme affine est diagonalisable.

Au vu des hypothéses du théoréme, on admet que S a trois valeurs propres distinctes
de multiplicité 1 chacune.
Soit un point p € M. On construit une base tangente {ej, es, e3} au point p et Aj, A, A3
par les valeurs propres de 'opérateur de forme S, telles que

561 = )\161 562 = )\262 S€3 = )\363 (21)

Puisque M est localement fortement convexe et S a 3 valeurs propres différentes, nous
pouvons considérer des champs vectoriels tangents h-orthonormaux Fy, Fs, F3 sur un
voisinage de p tel que

SEl = )\1E1 SEQ = )\QEQ SEg = >\3E3 (22)

Nous introduisons les fonctions nommées les symboles de Christoffell” fj pourt=1,..,3
, J=1,..,3et k=1,..,3 par

3
Vi Ej =Y TLE
k=1
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Etant donné qu’a chaque point les champs vectoriels Fq, Esy, F3 sont déterminés de
maniére unique, les fonctions Ffj sont constantes selon .
Notre travail consiste a trouver toutes ces fonctions, dans ce cas, le nombre a trouver est

3*x3x3 =27

2.1 Premiére étape : Equations de Codazzi et Apolarité

Dans cette section, nous donnons les valeurs de 18 I';5*, en utilisant les équations
Codazzi, pour h et S et la condition d’apolarité.

2.1.1 Codazzi pour S

Dans le Théoréme [1.8.2] I’équation de Codazzi S est donnée comme suit :
pour tout X, Y € X(M) on a
(Vx9)Y = (VyS9)X

Donc dans la base {E, Es, E3} et le fait que SE; = AE; (équations [3.1]), il s’ensuit que
(Vg,S)(E;) =Vg,SE; — S(Vg,E;) pour i=1,..3 j=1,..3 k=1,..,3
On obtient donc la formule de Codazzi S
Ve, SE; — S(Vg,E))] — [Vg,SE; — S(Vg,E;i)] =0

on obtient les résultats suivants :

AL+ Ao
F%?) = ( Al . A3 )FéQ
A1+ As
I, = —(ﬁ)F%
Ao — A3
Fgl = _(Al . A2>F%3

2.1.2 Codazzi pour h

Dans le Théoreme [1.8.2] 1’équation de Codazzi h est donnée comme suit :
pour tout X, Y € X(M) on a

Donc dans la base {Ey, Es, E3} et le fait que SE; = AE; (équations , on a que

(Vgh)(Ej, Ey) = —h(VE,Ej, Ey) — h(E;, Vi, E)
3 3
= = TLh(Ey, E) = > ThWh(E;, B)
=1 =1
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Donc I'équation de Codazzi pour h devient ainsi :

3
> (T4 = TS)h( B, B) + T h(Ey, B) — Thh(Es, B)) = 0

=1

Pouri=1,..,3,7=1,..,3etk=1,..,3
Depuis la formule précédente pour S on obtient donc :

F%l = 2F%1 F%Q = 21—‘%2 F?1 = 2F§1 Fz%,s = 2F?3 FgQ = 2F12>,2 F§3 = 2F§3
2.1.3 Condition d’apolarité
En utilisant la condition d’apolarité [1.23]

Vw, =0
Cette condition dans la base {Ej, Ey, E3} donne pour tout i = 1,..,3 on a :

3

Vewn=2Y h(VpE;,Ej) =0

j=1

On obtient donc

1 _ 2 3 2 _ 1 3 3 _ 1 2
Fll - _F12 - FlS 1—‘22 - _F21 - 1—‘23 F33 - _FSl - I‘32

2.2 Seconde étape : Equations de Gauss

Les seules équations restantes sont donc celles obtenues a partir de ’équation de Gauss.
Ici, dans le cas ou la base est complétement définie d’'une maniére invariante équiaffine,
nous pouvons utiliser le fait que M est affine homogéne implique que tous les coefficients
de connexion sont constants.

Les coefficients de connexion restants sont :

2 3 1 3 2 3 1 1 2
1—‘127 F137 I‘21’ 1_‘217 F137 F237 I-_‘327 F317 1—‘32

Ces derniers doivent satisfaire toutes les équations de Gauss simultanément. Par consé-
quent, avant d’exploiter les équations de Gauss, nous examinons d’abord nos conditions
de départ qui s’englobent principalement sur les valeurs propres de notre opérateur de
forme {1, A2, A3} qui devront étre distinctes.

Les coefficients de connexion trouvés précédemment sont affectés et pris en considération.

On rappelle que I’équation de gauss dans le théoréme est donnée par
R(X,Y)Z =WY,Z)SX — h(X,Z2)SY

Ensuite, en évaluant ’équation de Gauss dans notre cadre, nous obtenons par calcul cela
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Lemme 2.2.1 Soit M une hypersurface homogeéne affine localement fortement conveze.
On assume que S a trois valeurs propres distinctes de multiplicité 1. Supposons que le cadre
est choisi d’une maniére invariante affine unique de telle sorte que toutes les formules
précédentes restent valides. Ensuite, tous les coefficients de connexion sont constants et
donc les équations de Gauss sont données par

2(A2 — A1) T3y

G1221  — Ay — 2T'7, (305, + I'$5) + =0

A2 — Az
G1331  — Xy — 2(T35(T3, 4 3T5,) + T2,T5,) = 0
G1212 Ay +2T2,T5, +2I'3, (373, + I'y)

2(A2 — A3)T'2,T3

G2332  — g — 2T'3,(T}; +303,) + 202 —Aa)lslsr

A1 — Az

2(Ag — A1)I'2,T3
G1313 6T, % 4+ 2T2,T5, + A3 + W =0
1 — A2

G2323 A3 +2T5 T}, + 205, (T3, +375,) =0
2002 — AL, 200 — A2) (T, + I3,

2 2
G1231 - 2I3,I'3, + -0
A2 — Az A1 — A3
2(A3 — A)T2. 2(Az — A)T3
Gz 2, (228 2 AU DLEE —orl, ) 413, (28 AT, Dl —orl, ) =0
A1 — A2 A2 — A3

riri r3,r3
Gi232 2 (r§3<r;1 F T3 4 (p — A) <M _ Dl )

M — A3 A — s
2 3
2(A2 — A3)T3T53
A1 — A2

G2312

3 3 1 I%3 Ié2
—2I'51 55 4+ 2(A2 — A3)T - + =0
21+ 23 < 2 3) 21 A Ao A1 A3

Az — A1)T2,T2 A1 — Ag)TS, (T3, + 12
13923 2<F§1F3§2+< 3 — 21305, Jr( 1= 23)l5; (Mg +T35) \ _

A1 — A2 A2 — A3

(Mg — A3)T3, T3 (A3 — A2)T2,T2
G2313 2 8182 4 1532 4 p3, (T3, +T35) | =0
A1 — Az A1 — A2
2 1 3 1 (A2 = A)T§ T | 202 — A)D3 T
G1211  —6T2,r%, — 13,1l + =0
A2 — Az A1 — A3
2
2 1 3 1 1 [ (A3 = A)I'7g 1
G1311  —12,rd, —erdrl 4r), (22218 opl ) g
M — Ao
3
2 1 3 2 (A2 = A1)l5; | o
G1222 T2,(60%; + T35 + (202, + 22" 21021 )2 —
A2 — Az
2 1
275 3o

G2322 (Mg — Ag)T? — (@i, +er3Hr, =o
(A2 3) 12(/\17)\2 )\17>\3> (T34 23)T52

(A = A1)TF5T35 i 2(01 — A3)T3, T35
A1 — A2 A2 — A3
(A2 — A3)T3,
A1 — A3

G1333

3 1 2
+13(6T3; +T35) =0

G2333 T3, (21“31 + ) +T35(T3; +603,) =0

2 1 1 1 2 3 2
G2321  — 2T'3,T3, +2T'3 T3, + 4(I5, — I'5,)T3, = 0

2(Ag — A1)D3; T3,
A1 — A3

G2331 203, (I3, — 2T'5,) + 47,5, + =0

2(A3 — A2)[3,T3,
A1 — A2
G1832  4T33(Ty; — [3;) + 207,055 — 207303, = 0

G1312 +4(Tgy — T33)l3, — 23, T3 =0

G1213  2U3,T5, — 2I'S, T3, + 475 (T3, —T32,) =0
2(A3 — A1)D5 T3,

2 1 2 3 2
G1223 - 4472, —T2,) + 218,12, =0
212,12, (T2, + 8,1k
3 3 3 1 12113 12 13 32 1 2
G2311  —2T3, T3, — T3, T8 + (A3 — A2) < S T +r4,12, =0
1 — A2 1 — A3
(A3 — A1) ((A3 — A2)T35T3; + (A3 — A2)T35 + 2(A1 — X2)I'3,)T,)
G1322 13- 21 13 2285 4 12,15 + 205, T3y — D305, = 0

(A1 — A2)(A2 — A3)
2(A; — A2)TH TL, 2 2 (=208, (3 +T3,)
AT A2)Tss2  op2 2 =0

3 1 2 3
G1233 TI'{3T {555 +
13% 21 12+ 23 N — Az Xz — A3

Notez que dans le systéme précédent Gijkl signifie la composante de I’équation de Gauss
pour X = E;, Y = E; , Z = Ej, dans la direction de £.

La résolution de ce systéme nous meéne a plusieurs cas avec différents degrés.

Nous montrerons que tous les cas possibles conduisent a une contradiction
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Remarque 2.2.1

- Chaque cas est nommé selon ces conditions sous lesquelles il est étudié.
-Les coefficients de connexion doit étre réels.

-Les valeurs propres sont distinctes.

- Les cas et sous cas sont étudiée indépendamment.

-Aprés chaque opération,les équations de Gauss sont recalculées.

Commencons par ’équation G1321

202,(As — A1) 203, (As — A1)
s ( Nh 2%) e ( Nh 2%) !

On précise deux Types possibles principaux :
Type 1: (F%% F?B) = (0’ 0)

Type 1I: (T},,T5) #(0,0)

2.2.1 Typel

Ce type est caractérisé par
(2,19 5) = (0,0)

on obtient la G2321
2I5, I3, =0

Deux cas sont envisagés tel que :
CasA: T3 #0

CasB: T3 =0

eCas I.A :

Ce cas est basé sur la condition suivante

Ly #0

Donc selon (2.4), il résulte que T'}, = 0.
Cela génere les équations (G1221 et G1311 données respectivement

I'%05 (A3 — A1)

A =0 et
! ¢ A — A

=0

De (G1221, on obtient A;=0 ce qui nous meéne a poser la condition
)\2 75 0 et )\3 7’é 0

D’aprés G1311, on obtient I'?; = 0 car le reste des facteurs sont non nulles.
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Considérons 1’équation G1211 :

Al Ty
—==0 2.6
N (2.6)
Cela mene a distinguer 2 sous cas :

Cas 1:T3,#0

Cas 2:T3,=0

xCas LLA.1: T3, #0
D’aprés [2.6] :
Iy =0
on obtient donc les équations G2313 et G2312 données respectivement

oI I3, = et — 2515, =0

D’une part, G2313 implique que I'3, = 0 et d’autre part G2312 implique que I'3; = 0
En substituant ces valeurs I’équation (G2332 est donnée ainsi

Ao =0

Ce qui est contradictoire avec la condition posée précédemment

xCas .LA.2: T3 =
Apreés affectation, la G2332 et (G2323 sont données respectivement

—dg — 215, (03, +3T35,) =0 et A3+ 205, (I3, +315,) =0
d’apres [2.5| on doit avoir nécessairement les conditions suivantes
5, #0 et T3,#0 (2.7)
En utilisant la G2322 donné ainsi :
_(Fél + 6F§3)F§2 =0
d’aprés la condition [2.7}il s’ensuit que T'}; + 63, = 0
ce qui est équivaut a '}, = —6'5,
en substituant, les équations G1212 et G2332 sont données respectivement
Ao +204(T5)° =0 et — A +6(I3,)* =0

par comparaison et en tenant compte que F§3 = 0 on remarque que Ay posséde 2 valeurs
différentes non nulles, ce qui implique une contradiction.
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oCas 1.B :
Ce cas est basé sur le fait que I'}; = 0 On obtient 1’équation G2311 donné ainsi :
_1—331_%1 =0
celle-ci méne a diviser 2 sous cas :
Cas 1:T3;,#0
Cas 2:T3,=0
x*Cas I.B.1: T3, #0

La G2311 implique donc '}, =0
Cela génére 'équation 2322 donnée par

_6F§3F§2 =0

selon la condition du sous cas étudié on a nécessairement '3, = 0.
On obtient ’équation G1223 :

215,35 (A — M)

oy

Il se résulte que I'y; = 0 car les autres facteurs de I’équations sont non nulles.
On obtient donc les équations G1221 et G1212 données respectivement

)\1:0 et AQZO

Ce qui est une contradiction car nos valeurs propres sont distinctes.

x*Cas I.LB.2: TI3;=0
L’équation G1332 est donnée par

—2I%.T3, =0 (2.8)
En utilisant cette derniére, deux cas auxiliaires s'imposent :
Cas i: T3,#0
Cas ii: T3,=0
Cas B.2.i : T%, #0
L’équation [2.8| implique que I'}; = 0.
Aprés affectation, on obtient les deux équations citées respectivement, G1331 et "G'1212

)\1:0 et AQZO

Ce qui est une contradiction car les valeurs propres sont distinctes.
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Cas B.2.i1 : T%,=0
On rappelle les conditions présentes
Ph#0 T3 #0 T3 #0 (2.9)

On obtient I'équation G2331
215 T35 (A2 — M)

=0
Al — A3
Donc d’aprés 2.9} il s’ensuit que I'}; = 0
En substituant, I’équation G1312 est donnée par :
205005\ = Aa) _

AL — Ao
D’apres il se résulte que I'2, = 0.

Maintenant, soit le systeme
((G1331: —X\ —2I'%TL, =0

2035 55 (A2 — A3)
AL — A3

G2332 : — A =0

2T %151 (A — A1)
AL — Ao

G1313: +A3=0

\

La résolution de ce systéme oblige une condition A3 = Ay = 0 ce qui est contradictoire.
Finalement, il n’existe pas de solution d’existence pour le type I.

2.2.2 Typell

Ce type est caractérisé par
(I, Ts) # (0,0)
Notre équation principale G1321
2I2, (A3 — A1) 215, (A3 — A\p)
2, (ﬁ — 23, | + T3y 2;2? — 23, ) =0 (2.10)
Selon la condition caractéristique, il existe a; telle que (La notion des vecteurs colinéaires)

(A2 — A3)(anT'}, 4 21%,) (A1 — Ag)(203, — onIs)

I = t I =
21 205 — A1) ¢ 13 20 — M)
On a I’équation de Gauss G1232
ar (T + T95(03 + T55)) (M — o) ~0

AL — A3
Deux sous cas sont discutés selon oy

Cas A: a1 #0
Cas B: a;=0
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eCas II.A :

Ce cas est basé sur le fait que
(03] 7é 0

Depuis la G1232, il existe as telle que
3y = all, — T, et 53 = —aoly
Cela géneére la G1323 donnée par :
—ay (T35, + T7y(T3; +T5,)) = 0
Pour la méme raison (a; # 0), on peut écrire :
T3 = asly — T3 et 3, = —asll,
Maintenant ,en additionnant G2322 et (G2332 on obtient :

(T%, 4 T3) (azas(Ar — Ag) (I, — I'fs) + (Ao + Ag)I'3,)

=0
A= A3

On remarque qu’on peut souligner 2 sous cas auxiliaires :
Cas 1: T%,=0

Cas 2: T2,#0

* Cas ILLA.1 :T'3, =0

Comme TI'?, = 0, on doit avoir nécessairement I'3; # 0 selon la condition du cas principal
I1.

L’équation (G1332 citée sous la forme :

8az(I'73)* =0

selon la condition précedente,il s’impose que as = 0.
On obtient la G1311
—6a3(I'}3)* =0

de la méme facon, on a a3 =0
On obtient ’équation G2311
[3T35 (A3 — Ao
Az — A
toujours pour la méme condition (T3, # 0), il résulte que I's, = 0 Ceci implique les deux
équations GG1221 et G1212 données respectivement

=0

)\1:0 et AQZO

ce qui est une contradiction car les valeurs propres sont distinctes.
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* Cas IILA.2 : T2, #£ 0
L’équation G1311 est donnée par

_%(1%2 + F§3)(2043<P%2 + 6F§)3) + CYZ(OZIF??, + 211:1))2)) =0
On envisage trois cas secondaire au cas 2
Cas i: TI¥,=-T%
Cas i1: «ay#0

Cas w1: ay=0

Cas A.2.i: 1%, = —T%,
On obtient les deux équations G2321 et (G2332 données respectivement :

—8a3(T%,)*=0 et 8ay(I3,)*=0
la condition principale (I'?, # 0) implique que
as =0 et ay =0
On obtient ’équation 2333 :

F%2<)‘2 - )‘3)(0411?2 + le52)
A= A3

=0

toujours pour la méme condition,il se résulte que
2 1

ce qui est équivaut a
1 2
I3 = —anl'y,
en substituant, I’équation G1312 résulte
a1(T'%)* (A2 = A3)

X3 — M =0

Les conditions nous ménent a imposer que Ay — A3 = 0 ce qui est contradictoire.

Cas A.2.ii: as #0
Depuis I'équation G1311 on a

1 2a5(I'2, + 613
FéQ _ 5 (_alri’s . 3(I'f 13))
%)

L’affectation génére ’équation G'1322
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on divise la discussion de cette derniére en deux partie :
-Partie 1 : T3, =0
On a I'équation 2321
—8a3(I'7,)* =0

selon les conditions, il s'impose que az = 0.
En substituant ce résultat, on obtient les équations G1331 et (G2332 données respective-
ment

—)\1 =0 et — )\2 =0

ce qui est une contradiction.

-Partie 2 : T3, #0
On doit donc admettre que ajas 4+ 4az = 0, ce qui est équivaut a ag = —%(alag) par
substitution, ’équation G2321 est donnée par

20410‘2(@%2)2 + F%211:1))3 + (F?3)2) =0

La résolution de cette derniére par rapport I'f; implique une solution unique qui est nulle
ce qui est contradictoire aux conditions.

Cas A.2.ii : ap =0
L’équation (G2322 s’ensuit :

[y (A2 — Ag)(anT¥; —T'3)
A1 —As
selon les conditions précédente principales on a nécessairement a3, — 'y, = 0 ce qui est
équivaut a '}, = a3,
La substitution génére 1’équation

=0

arMHIT5 (A2 — As)
Al — A3

=0

le seul facteur qui peut étre nul est I'}; donc 1’équation implique I'3; = 0
on obtient donc les équations G1331 et (G1212 données respectivement

—)\1:() et )\220

ce qui est une contradiction.

eCas B :

Ce cas est basé sur le fait que
o = 0

Les équations G1221 et G1331 s’en suivent respectivement

2(T'35)% (A1 — Ao)
Al — A3

— 203, (30T, + T93) — M =0

2(I'3)* (A1 — Ao)

A — 2%, (T2, +3I%,) — A\ =0
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oA G1221-G1331
L’opération 5

donne 'expression suivante :
212 3\2

—(I)" + (I'f5)" =0

Celle-ci nous permet d’envisager deux cas auxiliaires :

Cas 1: T3,=T%

Cas 2: T3, =-T%

*Cas IL.B.1 : %, =T,
Aprés affectation on obtient la G2321 :

_211%21%1 + 2F%1Fé2 =0

on rappelle la condition principale (I'%,, T'3; # 0), cela génére deux cas secondaire au cas
1:
Cas i: TL, #0

Cas ii: Tk, =
Cas B.1.i : T}, #0
On a I’équation G2321 :

_21?21%1 + 2F%1F:1’)2 =0

cela démontre 'existence de ay tel que
[y = T,
T3 = auT'h,
en substituant, I’équation G1311 :

—8a,yI3,T3, = 0

d’apres les conditions, il se résulte que ay = 0.
On obtient ’équation G1312 :
217,05 (As — )
A3 — A\

depuis les condition cette équation nous impose que A3 — A; = 0 ce qui est une contradic-
tion.

=0

Cas B.1.ii : I'}, =0
Apreés affectation on obtient les équations G1211 et 1311 respectivement :

—TTLI, =0 et — 3,13, =
les conditions impliquent que
L, =0 e I3 =0
Cela génére les deux équations G1212 et G1313 respectivement
)\2 =0 et /\3 =0

donc une contradiction.
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*Cas I1.B.2 : T3, = —T%,
Soulignons I’équation G1311
5F%2F:1n - F;II%Q =0
comme I'%, est non nul,on discute selon I'}, en deux cas
Cas i: TL, #0
Cas ii: Ti, =0
Cas B.2.i: '}, #0
De la méme facon du cas précédent B.1.i et aprés affectation, on obtient I’équation G2321
8F%2(Q4F;52 + ng) =0

comme 1'%, # 0 alors auI'}, + '3, = 0 ce qui est équivaut a I'3, = —auT'},
par substituant,on obtient I’équation G1322

(5044F%2 + Fg?,)rzlfa =0

ce qui est équivaut a 5auT'%, + I's; = 0,donc on pourra remplacer tel que I's; = —5a,T%,.
Pour étudier les équations restantes, on va essayer de résoudre le systéme suivant
( 2(T5)% (205(A\1 — A3) — Ao+ A
Giarg: W) i = Ay) = At 3)+)\3:0
A — A
['3)% (N2 — A
Grarr . 2 3;) Ei D _ 2504(I2,)2 = 0
1= A3
2(T3)* (A — A
Groar . 2] =) —4(T2)2 =X\ =0
A= A3
204 (T'35)% (Mg — A
Gozz1 ;20 i)_( ;3 Y 500,(T%,)? = 0

2(I'3)* (A1 — Ag) (A2 — A3)
(A1 —A3)?

G1212: 100a3(I'%,)2 + + X =0

Az — A
G1312: 2T, (2502 + 2222 ) =0
AL — A3

I'3,T5, (2504%(A — A3) + A2 — A3)
A — A3

G2333 : =0

\

La résolution de ce systéme nous méne a plusieurs contradictions car elle impose

Ay = A3 =0

Cas B.2.ii :T'}, =0
Ce cas génére une contradiction qui est démontré de la méme facon du cas B.1.ii

Finallement, tous les cas possibles ont aboutit a des contradictions pour les deux types
étudiés ce qui démontre le théoréme de non existence.
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CHAPITRE 3

RESULTAT D’EXISTENCE

Dans ce chapitre on va démontrer le deuxiéme résultat fondamental de 'article de
classification [DVL93] :

Theoréme 3.0.1

Soit M? une hypersurface localement fortement convexe et localement homogéne dans R*,
dont lopérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
a la partie convexe de l'une des hypersurfaces suivantes :

1
(y 5(1’2+Z2))4w2=1
1 1

(y—§x2)3(2—5w2)3=1

(y——ﬂf)3 w? =1
1, 1 w? 43

_ _ =1
(y 5% 2Z)Z

Pour cela on va essayer d’implanter une méthode qui différe de celle proposée dans 'article
[DVL93].

Soit I'immersion F : M — R* et M est la sous variété différentielle de dimension
3. Pour le reste, M désignera toujours une hypersurface de Blaschke de R* localement
fortement convexe, localement homogéne.Et nous omettons d’écrire I'immersion f dans
les équations.

Puisque M est localement fortement convexe, en utilisant la proposition|1.9.2] il résulte
de I’ Equation de Ricci que 'opérateur de forme affine est diagonalisable.

Au vu des hypothéses du théoréme, on admet que S a deux valeurs propres distinctes.

Soit un point p € M. On construit une base tangente {e1, €2, e3} au point p et A, A par
les valeurs propres de l'opérateur de forme S, telles que

Sel )\161 562 = )\262 563 = )\263 (31)
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Puisque M est localement fortement convexe et S a 2 valeurs propres différentes, nous
pouvons considérer des champs vectoriels tangents h-orthonormaux FE,, Ey, F3 sur un
voisinage de p tel que

SEl - )\1E1 SE2 - )\QEQ SEg - )\2E3 (32)

Nous introduisons les fonctions Ffj nommeées symboles de Christoffel pour i = 1, .., 3,
j=1,..,3etk=1,.,3 par

3
Vi E;j =Y TLEy
k=1

Dans le cas ou a chaque point les champs vectoriels Ei, Fo, E3 sont déterminés de
maniére unique, les fonctions Ffj sont constantes selon .
Notre travail consiste a trouver toutes ces fonctions dont le nombre est 3 x 3 x 3 = 27

3.1 Premiére étape : Equations de Codazzi et apolarité

Dans cette section, nous donnons les valeurs de Gammas, en utilisant les équations
Codazzi, pour h et S et la condition d’apolarité.

3.1.1 Codazzi pour S

Dans le Théoreme [1.8.2] I'équation de Codazzi S est donnée comme suit :
pour tout X, Y € X(M) on a
(VxS)Y = (VyS)X

Donc dans la base {Ey, Fs, E3} et le fait que SE; = AE; (équations , on a que
(Vg S)(E;) =VgSE; — S(Vg,Ej) pour i=1.3 j=1.3
On obtient donc la formule de Codazzi S
Ve, SE; — S(Vg,Ej)| — [V, SE; — S(Vg, E;)] =0

En remplacant 4, j, k on obtient les résultats suivant :
Fiz =0 Fgl =0 Fgl =0 Fi’, =0 F§1 =0 Fgl =0 Féz = Fés

3.1.2 Codazzi pour h

Dans le Théoréme [1.8.2] I'équation de Codazzi h est donnée comme suit :
pour tout X, Y € X(M) on a

Donc dans la base {E\, Es, E3} et le fait que SE; = AE; (équations [3.1]), il s’ensuit que

(Vgh)(Ej, Ey) = —h(VE,Ej, Ey) — h(E;, Vi, E)
3 3
= = TLh(Ey, E) = > ThWh(E;, B)
=1 =1
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Donc I'équation de Codazzi pour h devient ainsi :
3
> (Tl = T5)h(Ey, B) + Tiyh(E;, Ey) — Ty h(E;, ) = 0
1=1
Pour:=1,..3,7=1,...3et k=1,..,3
Depuis la formule précédente pour S on obtient donc :

1
F%l = 51—‘%1 Fé2 = 21?2
1
F%zz = lesz + F%s Filﬂ = 51?1
Fézﬁ. = 211?3 F§3 = 2F§3 - ng
1 1
F§2 = §F§2 + §F33

3.1.3 Condition d’apolarité

En utilisant la condition d’apolarité [1.23
th =0

Cette condition dans la base {Ej, Ey, E5} donne pour tout ¢ = 1,..,3 on a :

3
inwh == QZ h(VElE], E]) =0
j=1
On obtient donc
1

1
[y =—T% — T I3, = 5(_F%1 — 25,) 3, = 5(_F?1 — T35, —T3)

3.2 Seconde étape : Equations de Gauss

Par conséquent, les seules équations restantes sont celles obtenues a partir de I’équation
de Gauss. Ici, dans le cas ot la base est complétement définie de maniére invariante, le
fait que M est un affine homogéne implique que tous les coefficients de connexion sont
constants. Ce n’est bien entendu pas le cas lorsque la base n’est pas définie de maniére
unique. Par conséquent, avant d’exploiter les équations de Gauss, nous examinons d’abord
les degrés de liberté. Le fait que nous ayons,une valeur propre de multiplicité deux, signifie
qu’il y a une rotation possible dans la direction de £ = span {Fs, E3} qui est 'espace
propre relative a A\y.Cette rotation est donné par

Ey = cos sEy + sin sFs (3.3)
Eg = —sin sk + cos sEs

Cependant, on voit que le vecteur T' défini par :
T - K(Eg, Eg) —|— K(Eg, Eg)

est indépendant de n’importe rotation, de plus si on écrit T' =V + W tq V € Ey et
W € Ej3, les deux composantes sont définies d’une facon affine et invariante.
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Pour étudier tous les inter-changements des espaces propres ainsi, on doit distinguer ces
cas possibles muni des conditions de fixation de repére :

Vi  #0
Type 1 : 3.5
yp {W i (3.5)
Pour le cas T'= 0, on a que

3, =0 et T} = (3.6)
On remarque donc lopérateur K (FEy, Ey), K(E, E3)

0 I3, 3T, +T%)
0 %(F?Q+F%3) I'd,

I'opérateur symétrique a deux valeurs propres distinctes. Dans ce cas, nous pouvons choisir
diagonaliser dans le sens de I’espace propre correspondant ce qui veut dire que I'3,=—T%,

il s’ensuit que
0 I%4 0
0 0 T3

On peut fixé le repére on prenant F, dans la direction de la grande valeur propre et
E3 dans 'autre, cela nous meéne a diviser deux types selon les valeurs des deux valeurs
propres.

T =0
Type 2 : (3.7)
{F?Q # T,
7 =0
Type 3 : (3.8)
{F%Q = F?z&

Nous étudierons tous les types, 'un aprés 'autre, dans différents chapitres. Notez que
dans la base est déterminée de maniére fixe dans la direction de F;.Les conditions précé-
dentes permet d’ introduire une base unique, dans 1’ordre pour chaque type 'application
du lemme suivant sera possible.

En évaluant I’équation de Gauss dans notre base, nous obtenons le lemme suivant
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Lemme 3.2.1
Soit M une hypersurface affine homogéne fortement et localement convexe. Supposons que

M a deuz valeurs propres distinctes, l'une d’elles de multiplicité 1 et l’autre de multiplicité
2. Supposons que la base est choisie d’une maniére invariante affine unique de telle sorte
que tous les précédents formules restent valables. Alors tous les coefficients de connexion
sont constants et donc les équations de Gauss sont données par

G1221  — Ap — 2(P9, (T3, + T33) + T15(3T5, + T33)) =0
G1231  —2(T2,(I'3, 4+ 2T'%,) + (2T, + T2,)T9,) =0
G1321  — 2(D2, (I3, 4+ 2I'%,) + (2%, + T2)19,) =0
G1331  —Ap — 2(T2,(T3, + T33) + T55(I3, +303,)) =0

G1212 grflz +T5,T3 + 22 — T3 T3, =0

G1213 I3 (% —13,) -3, =0

G2322 i(rfl(rg3 —T3y) — 125,735 + 6(T'3, + T35)T55) =0

G1313 A +%F?1(3F§1 + T3, +T33) — T35, =0

G2333 %((F"fl +6T3,)T55 — (T3, +3(I'3, +T35))l5,) =0

G1211 %(—F‘i’l(SF?z +207,) — 7, (6%, +195)) = 0

G1311 %(71"%1(21"?2 +3r75) = I§ (T, +6T3)) =0

G2311 %(Ffl(r% —T3g) + 203 (T3, —T33) =0

G1312 T%; <1"‘1”1 - %@2 - %1%3) +T3,(T3, —2I33) =0

G2332 %(7%2 —I33(0F; + T35 +3055) — (U7 4+ 605, — 203,) (2055 —T3,)) =0
G2323 %(QAQ +T55(0%) + 805, +T53) + D3,(IF; +2(I; +15,)) =0
G1222 T3,T3, — ér%(rgrz +38T35) +T3,(3TF, +T35) =0

2 3 2 3 2 2 3 113 3 3
G1232 T, (T7y 4+ 2T73) — [igTa3 +2(T1g3 — I2)Tp3 + Tpl5p = 0/

Notez que dans le lemme précédent, Gijkl signifie la composante de ’équation de Gauss
pour X = L;Y = E;, Z = Ej;, en direction de Fj.
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CHAPITRE 4

HYPERSURFACES DE TYPE 1

Ce chapitre est consacré aux études de type 1 données par le systéme [3.5]

Type 1: { K/io() (4.1)

Comme mentionné précédemment, la base est complétement déterminé en fixant I’angle
s de la rotation pour avoir Fs en direction de V' ce qui fixe E3 orthogonal a Es, ainsi nous
pouvons donc appliquer le lemme précédent.

Comme M est de type 1, nous avons que
I3, =0 et T} #0 (4.2)

D’aprés G1213 : —T'%,T'3, = 0 on en déduit que I's, = 0 car '}, # 0
Pour la méme cause on a :
d’aprés G2311,G1211,G1311, on a respectivement

[3,=0
Fi’?,: - 6F%2
3

F§2: - §F%3

En utilisant G1323
—THI5 =0 (4.3)

on divise deux sous cas :

Casa: TI%,#0
Casb: T%,=0

e Casa I%,+#£0

D’aprés onal%, =0,

en utilisant G1313, on en déduit que Ay = 0.
D’aprés G1231:  —25I%,I'%, = 0 on a que

I, =0
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L’addition de G1221 et G1331 résulte que
210(I'2,)* = 0

ce qui est une contradiction car
2
I'f, #0

e Casb T% =0
La soustraction de G1221 et G1331 donne que

-5
- ()" =0
ce qui est équivaut a
I, =0
D’aprés G1221 on en déduit que
)\1 = 0

Il est nécessaire de noter ici une nouvelle condition sur la deuxiéme valeur propre tq

Xo %0

Pour le reste, on étudie la résolution du systéme suivant par rapport aux variables
2 13 T3
F11>I12371—‘32

G1212:  3(T3)*+ T35 + X =0
G2332: =Xy — 5(I'f; + 603, — 2I'%,) (213, — T5,) =0

G2323: Ao+ LT%,(I2, +2(T3, +T3,)) =0

\

La résolution a aboutie a quatre cas possible

Conl: T3 =258 M= 1EVTR Th=4AVh
Cas 2: TIfy =272 Tf=—3V3/= X, TI=—3V3V-X
Cas 3: T%,= —%\/3,/_)\2, 3, =22 13— V=22

V3 43
Cas4: T2, =3V3v/=N, T%= _2\/\/_?’ T3, — _%

et tous les autres gammas sont nuls pour chaque cas.
Aprés avoir déterminer tous les gammas du type 1, le travail consiste maintenant a
quantifier ces coefficients pour atteindre une des équations du théoréme [3.0.1}

Remarque 4.0.1
Dans la suite du travail on notes les dérivées partielles d’une quelconque fonction f

df
dx’

df df

dfs
fy_@v fz—Ea fa:m—

fx: %
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4.1 Cas b.1

On rapelle les valeurs de nos coefficients et des valeurs propres.

( Vees — {0,0,0}
Veies = {0,0,0}
Veier = {0,0,0}
Veer = {0,-252 0}

o
Les connexions : ¢ Ve,€1 = —\/\7?7070 (4.4)
Ve = 10, =%72,0

Vees = {0,0,3v3vV=X:}
Vegeg = {0,0, %\/g\/ —)\2}
\ vegeS - {07 %\/g\/ _)\27 0}

Ao # 0
/\1:0

Valeurs propres { (4.5)

A partir de 14, nous pouvons montrer ce qui suit

Theoréme 4.1.1 [DVL95/

Soit M? une hypersurface localement fortement convexe et localement homogéne dans R*,
dont lopérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
a la partie convexe de I’ hypersurface suivante :

4.1.1 Démonstration
Calcul des crochets de lie
On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base
|Ei, Bj] = Vg, Ej — Vg, E;

[El,EQ]z{%,o,o} By By = {0,0,0)  [Ea By = {0,0,0)  (46)

Puisque les crochet de Lie dans R* sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

Eik = /OED E; = E2 7E:§k = E3 (47)

ol p est une fonction dans M.

Une nouvelle computation donne que
o
V3
[EY, E5] = {0,0,0}
[E3, E5] = {0,0,0}

[E; E;] = (p

— Es(p)) Er
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Pour avoir

[E, Es] = (4.8)
VpElEQ — VE2pE1 =0 (49)
valEZ — EQ(ﬂ)El — valEQ =0 (410)

V=2

équivaut & FEq(p) = p (4.11)

pa

W
V3

Maintenant, on a la 1-forme fermée défini par

(4.12)

d'ou  Es(In(p)) =

-2
w(Ey) = B

Il existe donc une fonction locale telles que w = dinp.

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction w, nous voyons maintenant que par rapport a la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x,y, 2) tel que

0 0 0

Une intégration entre [£.12] et [£.13] nous donne que

NESY)
p = e 3 Y

ol « est une constante positive. Par une transformation affine on peut poser que av = 1

V=22
p=e Y (4.14)

Calcul de 'immersion

On note I'immersion F': M «— R*
D’aprés la définition de 'opérateur de forme affine S et la formule : Dp,§ = —SE; ,
on obtient

§o = Dpp§ = —ME1 =0 (4.15)
§y = Dp,§ = —XoEy=F, (4.16)
gz = DE3§ = _)\2E3 = Fz (417)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F', commencons par le calcul de F,,. D’une
part, d’aprés la formule [1.24] on a

DxY(F) =VxY +h(X,Y)¢
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d’autre part on a le systéme de cordonnées 4.13On obtient donc

Fow = DpElpEl = vaUOEl + h(pElapEl)f
= p(vE1pE1) + th(Eh E1)§
= p(Er(p) + pVg, Er) + p*¢

En remplacant depuis [£.4] et [4.14] on obtient donc

Fpw = p? <€—2\/\/_? y)

Dans ce qui suit, tout dérivée partielle est calculée de la méme maniére :

2V —A
Fx:c:p2<§_ 2Fy)
V3
F,, =0
F,. =0

Fyy =& — 2\/iF (4.18)

= VBV A,

= %\/5 V=AF, +¢
En prenant la dérivée de F,,, nous obtenons
V=b
2v/3

Le résultat est une EDO en direction de y, la résolution suit la démarche suivante :
Posons F,, = g on a donc
V=

+ ———=qg, + Xg =0
Gyy 2\/§gy 29

Fyyy"’ yy+)‘2Fy:

Ceci est une EDO de deuxiéme degré, calculons donc le discriminant 6 = —%

étant positive, il se résulte les deux solutions ainsi que la solution triviale g = 0

—2v/ =X

g=—""
\/3\{3__& (4.19)
2

92 =
On pose
T \/§ ) T2 9
La solution de I’équation transitive est donc donnée
g(!E,y,Z) - 61($Jz)emy—|—62(xaz)€n2y (420>
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avec (31, B des fonctions sur M.
On rappelle que g = F, donc par intégration on obtient

F(z,y,z) = Ai(z,2) + Memy + menzy

m 12
Posons Ay = % et Az = % La solution finale de notre EDO est donc donné par
F(z,y,2) = Ai(x, 2) + Ay(x, 2)e™ + Az(z, 2)e™ (4.21)

telle que et A, Ay, A3 des fonctions sur M.

Définir les fonctions A;

Le travail consiste maintenant & déterminer les fonctions A; afin de trouver 'immersion
F.
On calcule F,; de deux maniéres tel que d’aprés .21} on a que

Fyz = A2z7716my + A327]26n2y
et d’apres [4.18] on a que
1
F,. = 5\/§ —\oF,
en remplacant I, d’aprés
1
Fyz - 5\/3 V _)\Q(Alz + A2zemy + A3z€n2y)
En comparant les deux formules de Fj., on a que

Alz - 0
—2v/ =Xy
V3

I1 découle donc de F, que Ay et A; ne dépendent pas de z, Par conséquent

1
Ao,y = 5\/§\/ —X Ay, équivaut & Ay, =0 car g, =

F(z,y,2) = Ai(x) + Ag(z)e™¥ + As(x, 2)e™

D’apres Fy, on a que

JIRVED)

§= Fyy + = -
2V/3

Donc

2V =X
V3

F.,=F,+ F, = As,.(x, z)e™

d’autre part on a :

Fy=mAs(z)e™ + noAs(z, z)e™
Fyy = U%AQ(ZE)emy + USAS(xa Z)emy
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cela implique que
As,,(z,2) = —ZA?,(I, 2)

La solution de cette EDO est donnée par
Az(z, 2) = ar(@)e"” + ca(x)et”

NAVEDY NAVEDY
2

tel que py = —¥25722, pp = et c1, co des fonctions de x sur M

I1 découle de F}, que A, cy,cy sont des constantes indépendantes.
Il s’ensuit que
F(LE, Y, Z) = Al (-T) + A2€my + (Cleulz + CQ@MQZ)enzy

On a
2Fy\/—)\2)

Fxcc:Ala:x:p2(€_ \/§

la simplification implique que
7
Alazx = _g)\QAZ

Par une intégration directe tel que la solution est
7 2
A1<£IZ'> = —6)\2142.1' + dll’ + d2
tel que d; est une constante et par translation on peut prendre d, = 0
Notre immersion est ainsi définie

7
F(z,y,2) = —6A2A2x2 + dix + Age™Y 4 (c1eM'? + cpet?®)e™

Formulation de I’équation correspondante

7
F(z,y,z) = —EAQAQxQ + dyz + Age™ + (cre'? + e H17) e
On peut réécrire F' tel que

dl.]?
+A2(—%)\2$2 + emy)

F(l’, Y, Z) = +C1(eulz€n2y)

+62(6—M126U2y)
passons par un changement de variables tel que

1 =

7
To = ——)\2.’36'2 + ey

6
T3 = eF1Fe?Y

Ty = e MEemy
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Depuis [£.22] et [£.23| on a

7
eMy = To + 6)\21’%

d’autre par on sait que n; = —%ng donc
7
eY = (33'2 + 6)\21’%)7%
D’apres [4.24] et [4.25] on obtient que
— T3\ 1
o — :
&)

En remplagant le tous dans [4.25 cela donne que

w3ei(w \/7v —X\or1)?)? =

Par une homothétie sur x;,I’équation finale est donné ainsi

1
x%xi(xg 5371) =1

celle ci correspond exactement a 1 équation du théoréme

(y — ;w P vPw? =1 (4.26)

4.2 Cas b.2

L’étude de ce cas est ramenée au Cas b.1 par une transformation affine invariante
définie par
Ef — —F,

E; — —Fy
Donc le résultat aboutit a [4.1.1]

4.3 Cas b.3

On rapelle les valeurs de nos coefficients et des valeurs propres.

( Ve,eo = {0,0,0}
Vees = {0,0,0}
Veer = {0,0,0}
velel - {07% (_\/g) _)\270}
Veer = {3 (=v3) vV=22,0,0
Les connexions : v 261 {8( v )0 ’ J (4.27)
eaC2 — » 93 0
_ —A2
v82€3 - Oa()? 43 %
v6362 - Oa 07 ! \/%)\2}
\ v6363 - {07% (_\/g) V _>\27O}
Ay # 0
valeurs propres{ A =0

A partir de 14, nous pouvons montrer ce qui suit
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Theoréme 4.3.1 [DVL95]

Soit M3 une hypersurface localement fortement conveze et localement homogéne dans R*,

dont l'opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
a la partie convexe de I’ hypersurface suivante :

1, 1w243
_z2_ -2 -1
(y 5% 2Z)Z

4.3.1 Démonstration

Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base

B, Bo] = {i\/ﬁ _>‘2’0’0} [E1, B3] = {0,0,0} [Ey, B3] = {0,0, —74_‘/\;?}

Puisque les crochet de Lie dans R* sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que
ET = P1E17 E; == E2 ,E; == p3E3 (428)

ou p; est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

* * \/g\/ —A
[ElaEQ] = (01T2 - E2(pl))E1
[E;E;] = {0,0,0}
—T7v/—MXa
E;, E3] = —— =+ F E
[ 2 3] (P3 4\/5 2(03)) 3
x [EY, E5] = 0 équivaut a

V3V

By(in(pr)) = 2 (4.20)
x [F5, B3] = 0 équivaut a
Bxlin(pn) = 2" (4.30)

Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par

(i) = R

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que w; = dinp;.
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Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction w, nous voyons maintenant que par rapport a la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(z,y, 2) tel que

9 A 9 \ 9 A
8_1‘ = El = pEl, a—y = E2 = EQ, & = E3 = p3E3 (431)
Une intégration entre [£.31], [4.29 et [£.30] nous impose que
V3 g 7/ Xg
p=e T, py—e i (4.32)

Calcul de 'immersion

On note une immersion F : M < R*
D’apreés la définition de 'opérateur de forme affine S et la formule Dg ¢ = —SE; on
définit

£$ = Dp1E1§ = _/\lEl =0 (433)
& = Dpl = —XEy =F, (4.34)
§: = Dy, = —Aops By = — Ao F, (4.35)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

Frow = P% (5_ %\/ng V _/\2)

Foy=0
F,.,=0
vy 2\/3

o RVR)

yz V3
Fzz:pg <£_%\/§Fy\/ _)\2)

En prenant la dérivée de F,,, nous obtenons

_Fyy\/__)\2
23

La solution de cette EDO est donnée par :

Fyyy + + A Fy =0

F(C(],y, Z) = Al(xa Z) + AQ(Ia Z)emy + Ag(l‘, 2)677211 (436)

N )
T BT

telle que n; = et Ay, As, As des fonctions sur M.
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Définir les fonctions A;

Le travail consiste maintenant a déterminer les fonctions A; afin de finaliser I’immer-
sion F'.

I1 découle de F), que A, et Ay ne dépendent pas de z, par conséquent
F(z,y,2z) = Ai(x) + Ag(z)e™? + As(z, 2)e™

D’apres Fy, on a que

CENVN

N

Donc
F..= Pg(Fyy—nsz)

d’autre part on a :

Fy = mAs(z)e™? + myAs(w, 2)e™?

Fyy = n? Ag(z)e™Y 4 n2As(x, 2)e™Y

cela implique que
7
Agzz(ZL‘,Z) = _1)\2142(37>

Par intégration directe on obtient
7
As(z, z) = —§>\2A2($>22 + di(z)z + da(x)
tq di, dy des fonctions de x sur M
Il découle de F,. que A, et d; sont des constantes indépendantes.

Ainsi que dy est constante d’aprés F,,.
Il s’ensuit que

F(Z’7 y7 Z) = A1<I> + A2€Tlly + (_£A2A222 + dlz —|— dg)@my
FE _
Fup = Algs = p2 <5 _DyVT Ve VZ)‘Q\/§>

la simplification implique que
7
Al:cx = _Z)\QA2

cela nécessite une intégration directe tel que la solution est
7 2
Ai(z) = —g)\QAg:E +axr+c
telle que «, ¢ des constantes, par translation on peut prendre ¢ = 0
Notre immersion est ainsi définie
7 2 7 2
F(z,y,2) = —g)\gAQx + ax + Axe™Y + (—g)\gAQz + diz + dg)e™?
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Formulation de 1’équation correspondante

Fx,y,2) = —£A2A2$2 + ax + Aye™Y 4 (_’g/\2A222 + dyz + dg)e™?

On peut réécrire F' tel que

ax
+A2<—§)\2$2 + eMmy — %)\2226”29)

Fl.y.2)= 3 yd,(zem)
_|_d2(€772y)

passons par un changement de variables tel que

=z (4.37)
Tg = 2™V (4.38)
xg = eV (4.39)
7 7
Ty = —g)\2$2 -+ emy — g)\222€n2y (440)
Depuis et on a que
T
Lo
x3
on a que 1, = — 31, donc d’aprés
emy — .1'_%
3
On remplace le tous dans [£.40]il s’ensuit alors
7 x5
(.1'4 + g)\gl’% + g)\gx—z)4$g =1
Par homothétie sur x1, on obtient I’équation finale
1, 1a3. ,
_ _ -2 —1
(24 9175 x3>
Celle ci correspond a 1" équation du théoréme
1 1 w?
(y — 5:1:'2 — 5%)423 =1 (4.41)

4.4 Cas b.4

L’étude de ce cas est ramenée au Cas 3 par une transformation affine invariante définie
par
Ef — —F;

E; — —Fy

Donc le résultat aboutit a [4.3.1]
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CHAPITRE b

HYPERSURFACES DE TYPE 2

Ce chapitre est consacré aux études de type 2 données par le systéme [3.7]
Type2:d " (5.1)
ype 2 : .
% # i

Comme mentionné précédemment, la base est complétement déterminé et nous pouvons
donc appliquer le lemme précédent en présence de la condition principale du type

[y # Tl (5.2)

Il en résulte I'équation G1212 : Ay =0
L’équation G1231 :
2T (I, —T95) =0

implique que T}, = 0 d’aprés [5.2]
De méme les équations G2321 et G2331 entraine respectivement que

I3,=0 et Iy =2I%,
Il s’ensuit respectivement de (G2323 et (G2332 que
(Fg’gzo)(F§3:0)
La soustraction G1221 et G1331 donne
6(11:1%3)2 - 6@%2)2 =0

D’apres il est nécessaire que I'?,— — T3,
La résolution de 1’équation restante G'1331

AT~ M =0

génére deux cas possible selon '},

Cas 1: I'fy=— YA I3, = ¥
Cas 2: D§=¥21, 2, = —¥A

et tous les autres gammas sont nuls pour chaque cas.
Aprés avoir déterminer tous les gammas du type 2, le travail consiste maintenant &

quantifier ces coefficients pour atteindre une des équations du théoréme de la méme
facon appliquer au type 1
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5.1 Cas 1

On rappelle les coefficient de connexion ainsi que les valeurs propres

( V..er = {0,0,0}
Ve,e1 = {0,0,0}
Ve,es = {0,0,0}
Ve,e1 = {0,0,0}

Les connexions : Ves2 = { 0,0} (5.3)
Vees = 40, Y220
Veleg =
v82€2 = {
\ v63€3 - {
valeurs propres { o 7_é 8

A partir de 1a, nous pouvons montrer ce qui suit

Theoréme 5.1.1 [DVL93/

Soit M3 une hypersurface localement fortement conveze et localement homogéne dans R*,
dont lopérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
a la partie convexe de I’ hypersurface suivante :

1 . 1
(y— 52— 5P =1

5.1.1 Démonstration
Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base

[Ey, Es) = {O, @,0} [Ey, B3] = {0, 0,—

\/?} [E27 E3] - {07 07 0}
(5.4)

Puisque les crochet de Lie dans R* sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

ET = El, E; == p2E2 ,E; == p3E3 (55)

ou p; est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

V=X

[T, B3] = (p2 5t Ey(p2))Es
[ET, B3] = (—p3 ;)\1 + E1(p3)) s

[E5, E5] = {0,0,0}
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x [EY, B3] = 0 équivaut a

Ex(in(pa)) = — (5.6)

x [EY, B3] = 0 équivaut a

Ei(In(ps)) =

Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par

(5.7)

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que w; = dinp;.

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction w, nous voyons maintenant que par rapport a la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x,y, 2) tel que

a—x = E1 = El, 8_y = E2 = pQEQ, & = E3 = p3E3 (58)
Une intégration entre [5.6]5.7 et [5.8] entraine que
_mm 7>\1.1’
py=e 2 p3 =€ 2 (5.9)

Calcul de 'immersion

On note une immersion F : M «— R*
D’aprés la définition de I'opérateur de forme affine S et la formule [I.8 Dy, = —SE;, on
définit

§e = Dp,§ = —ME1 = -\ F, (5.10)
€y = Dszzg - _)\ZEQ == O (511)
§: = Dpypy§ = —Aopsbiy =0 (5.12)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

an;_g
Fuy =0
sz:
Fyyng <va—)\1—i—§>
F,.=0
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En prenant la dérivée de F),, nous obtenons
Fozx + M F: =0
La solution de cette EDO est donnée par :
F(z,y,2) = Ai1(y, 2) + As(y, 2)e™® + As(y, z)e™* (5.13)

telle que 9 = —v/—Aq, My = v/ —A1 et Ay, Ag, Az des fonctions sur M.

Définir les fonctions A;

Le travail consiste maintenant a déterminer les fonctions A; afin de finaliser I'immer-
sion F.

I1 découle de F, que A; et As ne dépendent pas de y.
Puis, il s’ensuit de F,, que A, et Az sont des constantes.
Par conséquent
F(z,y,2) = Ai(y, 2) + Ae™® + Aze™” (5.14)

Fyy = <Fx\/—_)\1+§)

On a

équivaut a
Fyy:p% (Fﬂ?\/ _>\1+Fx:r;>

donc selon d’une part
Fyy - —2)\1A3

et d’autre part
Fyy = Ay,

Par intégration directe, on obtient
Ay, 2) = =M Asy® + di(2)y + da(2)

tq di(2), d2(2) des fonctions de z sur M.

On a F,, = 0 ce qui est équivaut a Ay, =0
d’autre part
Alyz - dl - O

il en découle donc que d; est une constante.
Par conséquent

F(x,y,2) = =MAsy” + dyy + da(2) + Ase™® + Age™”
De la méme démarche, il se résulte d’aprés F,, que
Alzz = _2)\1142

d’autre part
Alzz - d2
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Par intégration,il se découle que
dg(Z) = —)\11422’2 + a1z + Qo

tq aq, e constantes (ap = 0 par translation)
Notre immersion est ainsi définie

F(z,y,2) = —MAsy? + dyy + (—A1A222 + ayz) + Age™® + Age™*

Formulation de I’équation correspondante

F(z,y,2) = =M Ay + diy + (A1 A22” + 12) + Age™ + Aze™”

On peut réécrire F' tel que

dvy
+az
F(ZL’, Y, Z) = _|_A2(€7)15L" — )\12’2)

+Az(e™* — \y?)

passons par un changement de variables tel que

T =1y (5.15)
Ty =2z (5.16)
T3 =M — \ 22 (5.17)
xy = "% — \y? (5.18)
On retient que e™* = ¢~ "
D’apres [5.15] et [5.16], les équations [5.17] et [5.18] sont reformulées ainsi
r3 = eM?® — Alxg, x4 = eP* — )\156%
Il s’ensuit que
eM® = x5+ A\
ce qui équivaut a
e”” = (13 + \z3)
Le remplacement dans [5.18| entraine que
(113'4 + )\1%%)3<l’3 + )\1.213%)3 =1
Par homothétie sur x1,’équation finale est donnée ainsi
1 1
(x4 — §xf)3(x3 - 5:102)3 =1
Celle ci correspond a I’ équation du théoréme [5.1.1
BNV S
(y 2x) (2 W >’ =1 (5.19)



5.2 Cas 2

L’étude de ce cas est ramenée au Cas 1 par une transformation affine invariante définie
par
Ef — —F,

E; — —E2

Donc le résultat aboutit a (.19
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CHAPITRE 0

HYPERSURFACES DE TYPE 3

Ce chapitre est consacré aux études de type données par le systéme [3.8]

T7=0
Type 3 : 6.1
P {F%2:F:133 (61

Comme mentionné précédemment, la base est complétement déterminé et nous pouvons
donc appliquer le lemme précédent.

Comme M est de type 3, nous avons que I'?, = '35, le repére dans ce cas est libre,donc
une séparation de cas est nécessaire pour traiter toutes possibilités. La matrice K (E;, E;)
pour ¢ = 2 et + = 3 donné ainsi

<F§3 _1;33 1%F§23+ %F% )
Iy Toy  5(=T5 —T'53)

On sépare les cas comme suit :
Cas1: T3, =T% et h(K(ee),e;) admet un max
Cas2: T%9,=T% et h(K(e,e;), e;) n'admet pas de max

6.1 Type 3.1

En suppose que h(K(e;,€;), e;) admet un maximum en {es, e3}, alors on le prend dans
la direction de e,, le repére est donc fixé en générant la condition

T3, 40 (6.2)

Il se découle de G1212 que Ay = 0.
On a la G2333

3
3F:2))2F:2))3 - §<F§2 + F;QF%Q =0

d’apres [6.2], il est donné que
{135, T5,} # {0,0}
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Il existe donc « tq
1
F32:§0‘F§2
1
F§3:§20zfg3 - ng
On a la G1222
F33@21))3 - ar:l))z)

D’aprés il ’ensuit que I'Y; = al'%,
On a donc la G1322 1
3 (@ +9)T9,15, =0

Il ’entraine que '3, = 0 car les autres facteurs sont non nuls.
Cela génere d’aprés G1221 que A; = 0, ce qui est contradictoire car Ay = 0
Il n’existe donc pas d’hypersurfaces de types 3.1

6.2 Type 3.2

On rapelle la forme de notre opérateur

(T ity )
1—‘13 F23 §<_F22 - F23)

Comme h(K (e;,€;),e;) n’admet pas de maximum, alors le repére est libre en { Ey, E3}, ce
fait impose que
[5,=0 et TIy=-T15,

Ainsi les coefficients de connexion restants sont :
3 3 3 3
I's '}y I3 I3y

Les valeurs des tenseurs sont données ainsi

23, 0 0
0 I% 0

0 0 I%
s, 0 0
0 0 0
s, 0 0

D’une part on a que I'}; est dans la droite fixe F; alors celui ci est une constante.D’autre
part les coefficients restants sont les droites libres, ils sont donc admis comme fonctions.

Pour pouvoir continuer les calculs, la formule de connexion est reformulée pour prendre
en considération la nouvelles natures des gammas.

Vg, (?EJE](“‘) - Z (?Eirgk‘El + Fé'k?EiEl)/

Le reste des calculs est réalisé en ce terme pour pouvoir déterminer la valeur de '},
Il se découle de G1212 que Ay = 0.
La résolution de I’équation G1221 :

—8(I'Y3)* — A1
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génére deux cas :

Casa: Ii;=— \g?

Casb: I',=— QE\/’%I
Pour les deux cas, les crochets de Lie sont sous forme d’équations différentielles ainsi
que les équations de Gauss, la résolution implique que les fonctions gammas restantes
(I3, T3,  T3,) sont identiquement nulles, ainsi que les autres coefficients. Apres
avoir déterminer tous les gammas du type 3, le travail consiste maintenant & quantifier
ces coefficients pour atteindre une des équations du théoreme de la méme facon
appliquer au type 1

6.2.1 Cas a

On rappelle les coefficient de connexion ainsi que les valeurs propres

( Ve,er = {0,0,0}
Ve,e3 = {0,0,0}
Veer = {0,0,0}
Ve,e2 = {0,0,0}
Vaer = {=¥31,0,0}

Les connexions : Ny (6.3)

V€162 - 0, 2 ,0
Vees = 10,0, %2
Vees = 1 ¥75%0,0

L V6363: \;5)\17070

valeurs propres { il 7_é 8
g =

A partir de la, nous pouvons montrer ce qui suit

Theoréme 6.2.1 [DVL95/

Soit M? une hypersurface localement fortement convexe et localement homogéne dans R*,
dont l'opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
a la partie convexe de I’ hypersurface suivante :

1
(y— 5+ 2) = 1

6.2.2 Démonstration
Calcul des crochets de lie
On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base
vV—>\

[Ey, Es] = {O, ﬁ,o} [Ey, Es] = {0,0, ﬁ} [Esy, B3] ={0,0,0}  (6.4)
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Puisque les crochet de Lie dans R* sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

ET = El, E; = p2E2 ,E; == ,03E3 (65)

ou p; est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

VR

[EY, E5] = (p2 5t Eip2)) Bz
B B5) = (-0 Y 4 B By

[E; E;] = {07 0, O}

* [EY, E5] = 0 équivaut &

vV —)\ll’

Ei(In(p2)) = — Vo (6.6)
x [EY, B3] = 0 équivaut a
B(in(ps) =~ Y2 (6.7

2v/2
Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par
vV —)\1.23

22
vV —)\1$
w3(l3) = ———

3(F3) N5

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que w; = dinp;.

WQ(EQ) = —

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction w, nous voyons maintenant que par rapport a la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x,y, 2) tel que

0 0 0
or 1 1 By 2 = P2L2, 02 3 = P33 (6.8)
Une intégration entre [6.6]6.7] et [6.8] entraine que
\/77)\11 . -1z
P2 = e  2v2 p3=¢€ 22 (6.9)
Calcul de immersion
On note une immersion F : M < R*
D’aprés la définition de 'opérateur de forme affine S et la formule Dg.¢ = —SE;, on
définit
§o = Dp§ = —ME = -\ F; (6.10)
§y = Dy, = —XFEy =0 (6.11)
§: = Dpyp§ = —Aopslbiy =0 (6.12)
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Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

Fx:c_ -
Y
F,, =0
F,. =0

En prenant la dérivée de F,,, nous obtenons

Fov/=X
o

La solution de cette EDO est donnée par :

F(a,y,2) = Ai(y, 2) + Aa(y, 2)e™” + As(y, 2)e™” (6.13)

telle que 1 = —v/—2\q, Ny = V\;g‘l et Ay, As, Az des fonctions sur M.

Définir les fonctions A;

Le travail consiste maintenant a déterminer les fonctions A; afin de finaliser I'immer-
sion F.

Il découle de F,, = 0 que Ay et A3 ne dépendent pas de z.
De meéme, il découle de F,, = 0 que Ay et A3 ne dépendent pas de y, donc ce sont des
constantes.
On a donc
F(z,y,z) = A1(y, 2) + Ae™” + Aze™” (6.14)

2V —A
o= iS5 )

On a

Aprés remplacement et simplification on a

3
Fyy — —5/\1143

d’autre part,d’aprées
Fyy = Ay

Par intégration on obtient

3
Ay, 2z) = —ZMA?,?JQ + di(2)y + da(2)
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tq di(2), d2(2) fonctions sur M.
Il se découle de F, = 0 que d;(z) est une constante.

On a
Fo/ =)\
F.=p 22—+ )
p3< \/5 5

Aprés remplacement et simplification on a

3
F.,=—-—-MA
2z 2)\1 3

/1

d’autre part,F,, = dy(z) donc il s’ensuit que

dg = —g)\lAng +az

tq « constante.
Notre immersion est ainsi donnée

3 3
F(x,y,z) = —Z)\lAng + dyy — 5)\1/1322 + az 4 Are™* + Aze™* (6.15)

Aprés les démarche de re-formulation, ’équation de I'immersion exprime exactement 1’
équation du théoréme [6.2.]]

1
(y — §(x2 + ,22))4102 =1

6.2.3 Casb

L’étude de ce cas est ramenée au Cas a par transformation affine.
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CONCLUSION

Finalement, nous avons démontrer la classification réaliser par Dillem-Vrancken des
hypersurfaces affines tridimensionnelles homogénes localement fortement convexes dont S
I'opérateur de forme posséde deux valeurs propres de multiplicité 1 et 2, ainsi prouver son
théoréme d’inexistence d’hypersurfaces dont S posséde 3 valeurs propres distinctes.

Ce travail a été réaliser en associant le programme de calcul formel Mathematica qui a
rendu les calculs plus fluides et pratiques.

Le domaine de classification d’hypersurfaces affines a passer plusieurs niveaux importants
en ce temps; les derniers travaux enregistrées concernent la dimension 4 réalisée par
A.C.Salah et L.Vrancken voir [CV17], ainsi pour la dimension 5, il existe une classification
quasi-ombilical établie par Dillen et Vranken voir [DV94].

Ce genre de résultats contemporain est d’une utilité importante pour les travaux d’optique
moderne. Beaucoup de terrains de recherches restent ouvert a ’heure actuel dans ce
domaine, offrant par cela de nouvelles perspectives plus profondes. mybibliography
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