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UNIVERSITE DE GHARDAIA Introduction

Introduction

La résistance des matériaux est I'étude de la résistance et de la déformation des solides. Elle
permet de définir les formes, les dimensions et les matériaux des pieces mécaniques de facon a

maitriser leur résistance, leur déformation tout en optimisant leur codt.

Pour réaliser un calcul de résistance des matériaux, nous avons besoin de connaitre les actions
mécaniques exercées sur le mécanisme (ces actions sont déterminées dans I'étude de statique
ou de dynamique) et les matériaux utilisés. L'étude de résistance des matériaux va permettre de

définir les sollicitations et les contraintes qui en résultent.

L'objet de la résistance des matériaux est I'étude de la stabilité interne c'est a dire la
détermination des contraintes et déformations a l'intérieur de la matiére et les déplacements des

lignes moyennes des structures généres (machines en génie mecanique, batiment en génie civil,

)

Ce polycopié s’adresse aux étudiants de deuxiéme année LMD en Génie Civil. Il est divisé en
six chapitres. Le contenu de chaque chapitre est conforme au programme de la deuxieme année
licence en Geénie Civil retenue par la Comité Pédagogique National du Domaine Sciences et

Technologies.
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Généralités
I.1 Introduction :

La résistance des matériaux est une partie de la mécanique appliquée qui a pour objectif

d’étudier le comportement des éléments de construction et de pieces sous I’action des charges.

La RDM nous permet d’étudier :

- La résistance qui est la capacité d’une structure et de ses éléments de supporter, sans
se détruire, une charge déterminée ;

- Larigidité qui est la capacité d’une structure et de ses éléments de s’opposer a I’action
déformatrice des charges extérieures (pas de déformation excessive) ;

- Stabilité qui est la capacité d’une structure et de ses éléments de conserver une

position d’équilibre donnée correspondant a 1’état d’équilibre initial.
1.2 Hypothéses générales de la RDM :

Les principales hypotheses de la résistance des matériaux sont les suivants :

L’homogénéité, 1’isotropie et la continuité du matériaux : On suppose que le matériau
possede les mémes propriétés élastiques en tous les ponts du corps, dans toutes les directions

en un point quelconque du corps, et que le matériau est assimilé a un milieu continu.

L’élasticité et la linéarité du matériau : On suppose admet qu’en chaque point contraintes et

déformation sont proportionnelles et qu’apres déformation, 1’élément revient a son état initial.

La petitesse des deformations : les déformations dues aux charges sont negligeables par
rapport aux dimensions des éléments et la configuration géométrique reste inchangée.

Hypothéses sur les déformations (Hypothése de Navier-Bernoulli) : Les sections planes et

droites (normales a la ligne moyenne) avant déformation restent planes et droites apres

]

déformation.

Figure I-1 : Hypothese de Navier-Bernoulli.

2éme année GC 1 Dr : DAHEUR E.G.
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Hypothése de Saint Venant : Tous les efforts qui interviennent dans la théorie peuvent étres

schématisés par leur torseur résultant.

Ces hypothéses simplificatrices conduisent & des solutions approchées qui permettent en
géneral une bonne approximation du comportement des structures soumises a différents types

de charges.
1.3 Différents types de sollicitations :

1.3.1 Traction et compression : la traction ou la compression ont lieu lorsque les forces

opposées sont appliquées le long de 1’axe d’une barre (figure 1-2).

F r-frrmmmm -~ F F . . F
<+ — —> | e
e — B e ——————————— -
(a). Traction (allongement) (b). Compression (rétrécissement)

Figure I-2 : Traction et compression.

1.3.2 Le cisaillement : il a lieu lorsque les forces extérieures provoquent un déplacement de
deux section plane paralléle d’une par apport a 1’autre, la distance entre elles restant

inchangeée (figure I1-3).
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Figure 1-3 : Cisaillement.

1.3.3 La torsion : Une poutre est sollicitée en torsion lorsque les actions aux extrémités se

réduisent a deux moments de torsion Mt égaux et opposés, portés par la ligne moyenne Lm.

La déformation de torsion s’accompagne d’une rotation transversale de la plaque 1’une par

apport a I’autre autour de 1’axe de ce dernier (figure 1-4).

Figure I-4 : Une piece soumise a la torsion.

2éme année GC 2 Dr : DAHEUR E.G.
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1.3.4 La flexion : consiste en un gauchissement de 1’axe d’une barre droite

Le chargement est un moment autour 1’axe Z. Le moment Mz est appelé moment fléchissant.

I e S — M

X

(a) Avant déformation

(=2 )

(b) Apres déformation

Figure 1-5 : Une poutre soumise a la flexion.

1.4 Différents types des appuis :

Une structure est reliée au monde extérieur par un certain nombre de liaisons. Une liaison
impose des conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces liaisons, il faut exercer

des efforts de liaison qui sont des inconnues du probleme.
Les liaisons dans le plan sont de 3 sortes :
1.4.1 Appui simple :

Ce type d'appui matérialise par la Figure 1-6, laisse a la structure toute liberté de pivoter
autour de O (extrémité de la poutre) et de se déplacer perpendiculairement a la droite joignant
les points de contact. Si on néglige les frottements, la réaction d'appui a la direction de la

droite précitée, et introduit une seule inconnue dans I'étude de la poutre.

Figure 1-6 : Appui simple

2éme année GC 3 Dr : DAHEUR E.G.
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1.4.2 Appui double :

Matérialisé par une rotule (Figure 1-7) cet appui autorise les rotations d'une extrémité de la
poutre ou d'un des éléments constituant la structure. La direction de la réaction R est
inconnue, mais la ligne d'action passe par le centre de I'articulation.

L'articulation introduit 2 inconnues, par exemple les projections sur deux directions du plan

moyen.

Figure I-7 : Appui double

1.4.3 Encastrement :

L'encastrement schématisé sur la Figure 1-8 interdit tout déplacement de la section droite de

I'appui. Sa réaction est une force de densité variable répartie sur toute I'étendue de la section.

Ce type d'appui introduit donc 3 inconnues, les deux projections de R sur deux axes du plan

moyen et l'intensité du moment M qui est perpendiculaire au plan moyen.

Figure 1-8 : Encastrement

1.5 Notion des efforts internes :

Sous l'effet des charges extérieures, les forces entre les particules d'un corps (élément) en
équilibre varient. En Résistance des Matériaux, on appelle souvent cette variation des forces

efforts internes.

Afin de faciliter I'étude des efforts exercés sur chaque particule matérielle on considere une

section transversale d'un élément soumis a une sollicitation (Figure 1-9).

2éme année GC 4 Dr : DAHEUR E.G.
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Tout comme n'importe quel systeme de forces, les efforts intérieurs répartis sur toute la
section peuvent étre rapportés a un point (par exemple le centre de gravité de la section), et de
ce fait on distingue le vecteur force F (N, Tz, Ty) et le vecteur moment M (Mx, My, Mz)
résultant des forces intérieures dans la section. Il convient d'adopter les dénominations

suivantes pour les forces et moments agissant dans une section.
\ / A g7 7 IT
4 7
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Figure 1-9
1.5.1 Effort Normal :

La composante N de la résultante F représente la somme des projections de toutes les forces
intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant l'axe longitudinal de
I'élément). L'effort normal provoque une déformation longitudinale de I'élément. N est

considéré positif s'il s'agit d'une traction et négatif dans le cas contraire.
1.5.2 Efforts tranchants :

Les forces transversales Tz, et Ty sont les sommes des projections de toutes les forces
intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette derniére. Ces efforts
tranchants provoquent le cisaillement des bords de la section respectivement dans la direction
des axes Z et Y. Le sens de T sur le plan est positif par convention quand il tend a faire
tourner un élément entre deux sections dans le sens des aiguilles d'une montre comme indiqué

sur la Figure 1-10.

2éme année GC 5 Dr : DAHEUR E.G.
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e

Figure 1-10

1.5.3 Moments Fléchissant :

Les composantes My, et Mz du vecteur moment résultant représentent les sommes des
moments de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport aux axes d'inertie
principaux de cette derniére Y et Z respectivement. La Figure I-11 indique le sens positif des

moments dans le plan qui par convention tend les fibres inférieures et comprime les fibres

; =\ !

I S— 1

supérieures de la section.

Figure 1-11
1V.1.4 Moment de torsion :

Le moment de torsion Mx (ou Mt) est la somme des moments de toutes les forces intérieures
dans la section par rapport a I'axe de la barre X. Le moment de torsion est positif lorsqu'il tend
a tourner la section dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (sens trigopnométrique) en

regardant la section du c6te de la normale extérieure (Figure 1-12)

Figure 1-12

2éme année GC 6 Dr : DAHEUR E.G.
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1.5 Convention des signes et unités :

Geénéralement on utilise le systeme Cartésien ou rectangulaire pour toutes les structures.
Cependant, pour les structures en arc, le systéme polaire s'avére plus pratique. Le premier
ayant les axes OX, OY et OZ mutuellement perpendiculaire. Les sens positifs de ces axes
obéissent a la régle de la main droite. Comme indiqué ci-dessous (Figure 1-13), on choisit les
sens positifs de deux axes X et Y par exemple, le sens positif de l'axe Z est suivant la

direction d’une vis tournant de I'axe X vers lI'axe Y.

Z Y

Figure 1-13

Les unités de mesure utilisées sont principalement celles du systeme d'unités international
(Sh:

e Longueur : (le metre) m

e Masse : (le kilogramme) kg

e Temps : (la seconde) s

e Force: (le Newton) N, kKN

e Contrainte : N/mm?

e Travail : (Joule) J=N.m

2éme année GC 7 Dr : DAHEUR E.G.
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Caracteristiques geometriques des formes

1.1 Introduction :

La variété des formes des sections transversales des éléments utilisés dans les constructions
n'est pas un fait du hasard. Dans la plupart des cas ces formes ont été développées pour répondre
a des critéres de résistance, de rigidité ou de stabilité. Ce chapitre étudie les principales
caractéristiques des sections planes, leurs méthodes de calcul et leurs propriétés vis a vis les

différents cas de sollicitations.
11.2 Caractéristiques géométriques des formes :
11.2.1 Centre de gravité (CDG) :

On appelle centre de gravité d'une section le point a travers lequel si on applique une force, elle
résulte en une pression uniforme sur toute la section. Les coordonnées du centre de gravité G

(Xa, Yg) d'une section homogeéne (S) (Figure 11-1) sont données par les relations :

YA
Xg =< ffxds (II-1)
y
Zg
1
Yo =<l yds (11-2)
S={ds (1I-3)
Xe X 3(
x et y étant les coordonnées de I'aire élémentaire ds. Figure II-1
Y A
. , Yip-
Pour les figures complexes les coordonnées de CDG sont 'k
2 XiSi
Xg = _szf (11-4) vl
Y = —Zzysifi (11-5) Vapr
Xi et y; forment les coordonnées de CDG de S.i. X X% )><

Figure 11-2

2éme Licence GC 8 Dr : DAHEUR E.G.
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11.2.2 Moments statiques :

On considere I'aire d'une section (S) dans le plan défini par le systeme d'axe XOY. On appelle

les moments statiques de l'aire (S) par rapport aux axes OX et OY les quantités :

Se = [[yds (11-6)
S, = [[xds (II-7)

Remarque :

= Sxet Sy peuvent étre positifs, négatives ou nuls si le CDG passent par 1’axe.

» Sy=[f[yds=Y;xS; S, =[[xds=X; xS

= Siles axes X et Y passent par le CDG du corps, Sx= Sy = 0, OX et OY sont alors des
« axes centraux »

= Figure complexe :
Sy =XYyis; et S, =¥ x;s;

11.2.3 Moments quadratiques (Moments d'inertie des sections) :

Les moments d'inertie d'une surface (S) quelconque par rapport a OX et OY sont les suivants :

I = [[y*ds (11-8)
L, = [[x*ds (11-9)

+ Les moments d'inertie par rapport aux axes passant par le centre de gravité de la section
sont des moments centraux.
+ Les moments d'inertie de la section représentent la capacité de la section a s'opposer a

la déformation latérale.
11.2.4 Moments d'inertie polaire :

Le moment d'inertie représente la capacité de la section a s'opposer aux déformations angulaires

sous l'effet de la torsion.

Le moment d'inertie polaire d'une surface (S) par rapport a un point donne (péle O) l'intégrale

suivant :

I, = [[r?ds = [[(y* +x*)ds = I, + I, (11-10)

2éme Licence GC 9 Dr : DAHEUR E.G.
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YA
y S ds
L
0 >
X X
Figure I1-3

11.2.5 Produit d'inertie (moment d’inertie centrifuge) :

On appelle moment produit, I'intégrale des produits des propriétés des aires élémentaires par

leurs distances comptées a partir des axes de coordonnées X, Y :
Ly, = [ xyds (11-11)

Remarque :
Les moments d'inertie quadratiques et polaire sont toujours positifs ;

Selon la disposition des axes, Ixy peut étre positif, négatif ou nul ;

Y V VYV #

En chaque point d'une aire plane, il existe deux axes orthogonaux par rapport auxquels
le produit d'inertie est nul (Ixy = 0). Les deux axes ainsi définis sont appelés « axes
principaux d'inertie » ;

> Les axes sont principaux quand I'un des axes au moins constitue un axe de symétrie de
la section. En effet, en raison de symétrie le produit d'inertie est nul par rapport a cet

axe qui est donc une direction principale, la seconde étant nécessairement orthogonale.
11.3 Formule de transformation des moments d'inertie :

Les moments d'inertie d'une section varient selon la disposition des axes par rapport auxquels

ces moments sont calculés.

Deux types de transformations seront étudiés : translation et rotation d'axes. La variation des
moments d'inertie par rapport a un systéme d'axes quelconques, est déterminée a l'aide d'une

combinaison de deux transformations partant d'un systeme d'axe central.

2éme Licence GC 10 Dr : DAHEUR E.G.
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11.3.1 Translation d'axes :

Les formules définies ci-dessous permettent la détermination des moments d'inertie par rapport

a des axes X, Y paralléles a des axes centraux X’, Y’ dont les moments sont supposés connus.

Ona: X’ axe central ; Iy connu

Et on veut déterminer Ix

L, = ﬂ y2ds =f (y' + b)?ds

= ﬂ(y'2 +b%+2y'b) ds

=b2ﬂds+2bﬂy'ds+ﬂy'2ds

Comme les moments statiques de I’air par rapport aux axes

centraux sont nuls le terme
2b [[y'ds = 0, donc
Iy = le + b2S  (11-12)
On aurait de méme :
ly=1y+a%S (11-13)
ly = ey +abS  (11-14)

D'ou le théoreme d’Huygens :

Y A

Figure I1-4

1. Le moment d'inertie d'une surface par rapport a un axe quelconque est égal au moment

d'inertie de cette surface par rapport a I'axe paralléle passant par le centre de gravité,

augmenté du produit de I'aire par le carré de la distance mutuelle des deux axes.

2. Le moment d'inertie centrifuge par rapport a un systéeme d'axes orthogonal est égal au

moment d'inertie centrifuge par rapport au systéeme d'axes centraux paralléles aux axes

donnés plus le produit de I'aire de la section par les coordonnées de son centre de gravité

dans le nouveau systeme d'axes.

2éme Licence GC 11
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11.3.2 Rotation d'axes :

Les moments et produits d'inertie sont supposés connus dans le systeme d'axes OXY. Les

moments et produits d'inertie par rapport au systéme d'axes OX’Y’ obtenu par une rotation a

des axes initiaux sont donnés par :
Y’

Ly = L B 050 o Ly sin2 o (11-15)

L+1 Iy—1
_ x;LJ’_%COSZ X+, sin2 o (11-16)

L,

Ly = =2 sin2 o< +1, cos2 ¢ (II-17)

I1.4 Moments d'inertie principaux :

Calcul de ao; angle auquel Iy, et I,,, sont min et max

IIs correspondent a un moment d'inertie centrifuge Iy = 0.

tan2 oy = -2 (11-18)

Iy—Iy

Y A

Figure II-5

+ Cette formule détermine la position des deux axes dont le moment d’inertie axial est

maximal pour I’un et minimal pour I’autre.

+ Ces axes sont dits « principaux » ;

+ Les moments d’inertie par rapport aux axes principaux sont dits « moment d’inertie

principaux » ;

+ La formule des moments d’inertie principaux

L+l

e = 224 |(552) 4 (1,07 (1-19)

I+ Le—1Ip\ 2
Iin = zy—\/( )"+ (Iy)* (11-20)

2éme Licence GC 12
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1.5 Propriétés des axes principaux d’inertie :

Par rapport aux axes principaux ; le moment d’inertie centrifuge Iy, =0

Si une surface plane présente un axe de symétrie, cet axe est un axe principal d’inertie,
le second axe principal d’inertie passe par le CDG et est perpendiculaire a 1’axe de
symétrie.

Si une surface présente 2 axes de symétrie ; ceux-ci sont des axes principaux d’inertie.
Si une surface plane présente plus de deux axes de symeétrie, tous les axes passant par le
centre de gravité sont des axes principaux d’inertie, et tous les moments d’inertie par

rapport a ces axes sont égaux.

11.6 Présentation géométrique des moments d’inertie (Cercle de Mohr) :

11.6.1 Probléme direct :

Ix, Iy, Ixy connus ; Imax, Imin, o inCOI’mUS.

On choisi un systéeme de coordonnées orthogonal O lxy, Ixy et une échelle adéquate.
On construit A (Ix, Ixy) et B (ly, - Ixy)

On relie AB (diamétre qui coupe I’axe O Ixyen C)

_ 2
Le rayon du cercle est : AC = BC = \/(Iley) (Ixy)?

On trace le cercle qui coupe les abscisses en A’ et B’
On mesure les distances OA’ et OB’ et on obtient Imin €t Imax.

On mesure I’angle BCB’ = 200

11.6.2 Probléme indirect :

I, ly, Ixy iInconnus ; Imax, Imin, & CONNUS.

On choisit un systéme de coordonnées O lxy, Ixy

On porte sur I’axe des abscisses, en échelle requise, OA’ et OB’

On localise le centre du cercle C : B’C = A’C = % (Imax -Imin)

On trace le cercle de rayon A’C

On détermine le point B d’un angle B’CB = 20, et le point A diamétralement opposé

On obtient les valeurs de Iy, ly, Ixyen projetant A et B sur les axes
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Figure 11-6 : Cercle de Mohr

11.7 Exemple d’application :

Soit la figue ci-apres.

S

|1 cm|

9cm

45cm  |jiem|  45cm ’

Calculer :

La position du centre de gravité par rapport a (X, Y).
Les moments d’inertie par rapport au centre de gravité.
Le produit d’inertie par rapport au centre de gravité.

L’angle de rotation des axes principaux.

o &~ w0 NP

Les moments d’inertie prinCipaux.
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Solution :
Y
)
Saliaiiaaa ey I;i
I |
I |
| |
I |
| (1) |
@ S
1 |O7
I |
| |
I |
| |
I |
e | ->X
. 45cm__jtem] 4.5cm ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
_ Xi Yi S Ixy: Ix: Iv: bi a Ixai Ivai Ixcivei
Figures
(cm) | (cm) | (cm) (cm*) (cm*) (cm%) (cm) (cm) (cm*) (cm?) (cm%)
Carrée
5 5 100 0 833.33 | 833.33 | -2.45 | -0.325 | 1433.58 | 843.9 79.62
(10x10)
Rectangle
2.25 45 40.5 0 273.37 68.34 -2.95 | -3.075 625.83 451.3 367.86
(4.5x9)
Triangle
8.5 3 20.25 | -22.78 91.125 22.78 -4.45 3.175 492.12 | 226.91 | -308.89
(4.5x9)
Demi-
cercle 2.5 11.06 | 9.82 0 4,297 15.23 3.61 -2.825 132.27 93.6 -100.15
(R=2.5)

1. La position du centre de gravité par rapport a (X, Y).

_21x3 _22x3

XG — T YG = T = (XG,XG) = (5.325,7.45)

2. Les moments d’inertie par rapport au centre de gravité.
% Pour calculer les moments d’inertie de chaque figure, par rapport au centre de gravité,
on applique Le theoréme d'Huygens :
i = e +0b?S —» 9=5+7%2x3

he=ly+a’S - 10=6+82x3
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bi=Yi-Ye > 7=2-Ye¢ et ai=Xi-Xe »8=1-Xc
+ Les moments d’inertie globale / CDG :
I, = Z Lgi et I, = Z Ly - I, = 44790 cm* et I, = 259.29 cm*

3. Le produit d’inertie / CDG :

* Pour calculer les produits d’inertie de chaque figure / CDG, on applique Le théoréme
d'Huygens :
Ixgiygi = Ixy +abS — 11=4+7x8x3

+ Le produit d’inertie | CDG
Ly = Z Lgi = Ly = —79.49 cm*

4. L’angle de rotation des axes principaux.

2Ly, 2(=79.49)
— I, (259.29 — 447.9)

tan 2 o, = =0.843 > o= 20°

Iy

5. Les moments d’inertie principaux.

_ 2 _
Sty (o) ) = B 4 (OR508Y + (<7949

I
max 2

Loy = 476.93 cm*

_latly J (B5Y 4 (1) = 22224979 [(94:305)7 + (—79.49)7

L. :
min 2 2

Lin = 230.26 cm*
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Traction et Compression

111.1 Définition :

Une poutre droite est sollicitée en traction ou en compression simple si elle est soumise a deux

forces directement opposées qui tendent a 1’allonger ou a rétrécissez (figure 111-1).

____________________

F - - F Fol v | F
e é-' e ——
(a). Traction (allongement) (b). Compression (rétrécissement)
Figure 111-1

111.2 Effort et contrainte normale :

On considere une barre rectiligne, de section S liée a un massif fixe a son extrémité supérieure

(Figure 111-2). A l'autre extrémité, elle est soumise a I'action d'une force N suivant son axe.

—
=3
-

1

a b
a' b a' b'
N N
(a) (b)

Figure 111-2 : Barre encastrée sollicitée en traction.

D'aprés le principe de I'action et de la réaction, le massif exerce une force de réaction égale et
opposée a N. La barre est alors soumise a un effort normal. Sa base -ab- se déplace alors
parallelement a elle-méme pour venir en (a'b"). Toutes les fibres ont subi, si I'effort est un effort
de traction, le méme allongement (hypothese de Navier-Bernoulli : les sections droites restent

planes et perpendiculaires a I'axe) et supportent donc la méme tension.
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Imaginons qu'on coupe la barre par un plan X perpendiculaire a I'axe de la piéce. Pour maintenir

le trongon inférieur en équilibre, il faut placer dans X une force intérieure égale et opposee a N.

L’hypothése de Navier-Bernoulli permet d’écrire :
N
o=x (1-1)

o est appelé contrainte normale. Elle représente 1’intensité de I'effort normal par unité de

surface. o se mesure en (N/m?) ou Pascal (Pa).
111.3 Courbe contrainte - déformation :

La courbe contrainte déformation est une courbe caractérisant le matériau. Elle est obtenue
empiriquement d’un essai de traction. L’essai est réalisé sur une machine de traction : on
applique lentement et progressivement a une éprouvette de forme et dimensions normalisées,

un effort de traction croissant dont I’intensité varie de 0 a F.

| malériaux ductiles ou malleables »
2

Ta e —— : - s
- courbe de traction viaie

courbe usuelle

I3 striction

A,
rupture /
droste A | \
’—"‘)’— 'E" P
fF=tana |
cassure
nDé&—— I B
' parfaitement 200¢ 2008 y
plastique d écrouissage de striction
-
zone @ > < >
elastique z0ne de déformations plastiques

Figure 111-3 : Courbe contrainte-déformation pour un essai de traction (Timoshenko, 1986).
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+ Zone élastique OA :

L’¢éprouvette se comporte ¢lastiquement (comme un ressort) et revient toujours a sa longueur
initiale dés que la charge est relachée. Le point A, auquel correspond la limite élastique oe,
marque la fin de cette zone. La proportionnalité entre la contrainte o et la déformation € se
traduit par la loi de Hooke (6 = E.g).

E = tana' caractérise la pente de la droite OA et ¢ = E.g son équation.
+ Zone de déformation plastique AE :

On distingue encore trois zones BC, CD et DE. Dans la zone BC, parfaitement plastique, la
contrainte reste constante et 1’allongement se poursuit jusqu’en C. Entre C et D, zone
d’écrouissage, le matériau subit un changement de structure qui accroit sa résistance. Le point
D, auquel correspond la résistance maximale em, marque la fin de cette zone. Enfin, entre D et
E, I’éprouvette subit une striction amenant une diminution de la section avec étranglement. La
rupture se produit au point E, auquel correspond la résistance a la rupture or.

Si le matériau est fragile. Dans ce cas, la courbe se réduit presque a la zone de déformation
élastique (Figure 111-4).

H‘ Courbe de traction

Rm .
Rp g gt e
Re Al
— g e
©

o X 10
E : ; Domaine |

[V] 1 Plastique I

€ I >

£ /i l

e/ !

u ‘.’ : A 0/0 i >

02%° Déformation’

Figure 111-4 : Courbe contrainte-deformation pour un essai de traction le cas d 'un matériau

fragile.
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Chapitre lll : Traction et Compression

+ Caractéristiques fondamentales :

Limite élastique oe = FelAo

oe: Limite élastique (Mpa) ;
Fe : Charge maxi élastique (N) ;

Ao : Section initiale mm?.

Résistance a la rupture or = Fr/Ao

or : Résistance a la rupture (Mpa) ;
Fr : Charge a la rupture (N) ;

A : Section initiale mm?Z.

Déformation e¢=AL/Lo

AL =L— Lo : Allongement (mm) ;

Lo : Longueur initiale (mm) ;

¢ : Allongement (ou déformation).

111.3.1 La loi de Hooke :

Soit une barre prismatique de longueur L soumise a un effort de traction P (Figure 111-5).

Figure 111-5

La contrainte normale : o = %
Avec
N = P effort de traction ; A : aire de la section.

, . . AL
La déformation relative : € = -
0

AL=L-L,

Lo : allongement de 1’éprouvette avant déformation.

L : allongement de I’éprouvette aprés déformation.
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Pour un grand nombre de matériaux, I’essai de traction monte qu’il existe une zone ¢élastique
pour laquelle I’effort F de traction est proportionnel a I’allongement AL.

Autrement dit, le rapport F/AL est constant (analogie avec un ressort F = k x).

Cette propriété est énoncée par la loi de Hooke : en déformation élastique, la contrainte normale

o est proportionnelle a 1’allongement relatif € :
o =Ee (IlI-2)

+ Module de Young :

Le coefficient E de la loi de Hooke s’appelle Module de Young ou module d’¢lasticité
longitudinale : il caractérise la rigidit¢é du matériau c’est-a-dire sa propriété de résister a la

déformation longitudinale.

Nous avons o = Ee d’ou

Nog2oan=2 n-3)
A L EA

La rigidité longitudinale ou I'aptitude d'un élément a se déeformer longitudinalement dépend

donc des caractéristiques mécaniques et geométriques de I'élément.

Pour une barre composeée de plusieurs trongons, la déformation totale est donnée par :

Al Al A3 A ]

L1 L2 L3 L1
Figure 111-6
— y Nili -
AL—ZEiAi (1-4)

Et pour le cas le plus général ou l'aire de la section droite et I'effort normal N varient le long de

la ligne moyenne de I'élément, 1’équation (111-4) devient alors :

AL = fL N(x)

) Eacg dx (111-5)
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+ Coefficient de poisson :

Le coefficient de Poisson caractérise le rapport entre la déformation transversale ex et la

déformation longitudinale ¢ :

AL Ad
=— g =— Alors:

s_
L7 L, do

Yy =—2 (111-6)
€l
Ce coefficient caractérise I’aptitude du matériau a subir des déformations transversales.
v Pour tous les matériaux : 0 <y < 0.5

v Pour la plupart d’entre eux : 0.25 <y < 0.35
v Pour l’acier: y = 0.3

+ Exemples de valeurs de module d’Young :

Module d’YOUNG

Carbures métalliques E = 55 000 daN.mm™

Tungstene 42 000 daN.mm™

Aciers 17 000 a 28 000 daN mm~2

Aciers de construction 20 000 & 22 000 daN.mm™
Cuivre 12 600 daN.mm™

Titane 10 500 daN.mm™

Bronze 10 000 & 12 000 daN.mm™
Fonte 10 000 daN mm™

Laiton 9 200 daN_.mm™

Zinc 8 000 daN.mm™

Alliage d'aluminium 7 000 & 7 500 daN.mm™

Verre 7 000 & 7 500 daN. mm™

Magnésium 4 500 daN.mm™

Etain 4 000 daN.mm™

Béton 2 000 daN.mm™

Bois 1 000 & 3 000 daN.mm”

Cuir 25 daN mm~2

Caoutchouc 0.75 daN.mm™

Elastomére 0.3 daN.mm™
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I111.4 Condition de résistance :

Pour des conditions de sécurité liées a 1'usage de 1’appareil, la contrainte ¢ précédemment
déterminée doit rester inférieure a une contrainte limite admissible [c] définie a partir de la

limite ¢lastique ce du matériau, déterminée par I’essai de traction.
N o
=-< =< -
Omax =5 < [0] =2 (111-7)

Avec
[o] : la contrainte admissible pour le matériau étudié ;
oe: la limite élastique en traction ;

n : est le coefficient de sécurité (n>1).
I11.5 Exemple d’application :

Calculer pour la barre ci-dessous, I’effort normal N et la contrainte o'subie par toutes les sections

droites.
Calculer les déplacements verticaux de toutes les sections droites. LLLLLLLL Y
&N .
Tracer le diagramme de N, o et AL. o I
F2
Données :
< i
Li=2m; Ai=1cm? 3 .
- 1
Lo=1m; Ax=2cm? 1
F1
E =2.10° Mpa
Solution :
N1
+ Section 1-1
1 1

>~ F, =0 - N; = +10kN (traction)

N, 10
S, 1x10*4

O1_1 = = 10° kN/mz = 10%2MPa (traction)

B
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+ Section 2-2

> F, =0 - N, = =30kN (compression)

N
N, —30 1
= — = = — X 4 kN 2 2
%2 = = Tx 107 15x 10N/,
a
Fa
= —150MPa (compression)
Calcul des deplacements :
Section A-A :
AL, =0 (fixe) 1 Fi
Section B-B :

_NZXLZ_O'ZXLZ_—150X1
ExS, E = 2x10°

= —0,00075m = —0,075cm (1)

Section C-C :

Ny XLy o0y XLy 100 x 2
= = —0,00075 + = 0,025cm (1)

ALc_o = AL -
c-¢ BB+t T S, E 2 x 105

Diagramme de N, o et AL :

N(KN) o (MPa)
A ey A
B _T . J__ B__ _ —— 3]--— - —— - p—
30 150
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Flexion simple

1.1 Définitions :

Une poutre est soumise a la flexion lorsque les forces qui lui sont appliquées tendent a faire
varier sa courbure (Figure 1V-1). La déformation résultante de ce genre de sollicitation est

connue sous le nom de la fleche.

L'état d'une section de poutre ou de toutes les composantes des efforts internes, seule un

moment fléchissant My ou M; n'est pas nul, est dit état de flexion plane pure.

Lorsque I'effort tranchant n'est pas nul, en ce cas la sollicitation est dite flexion simple.

P P
FL. .a_-l
N — — —_—
la tléche

P (T o
 [LTHRTIETHTETIn Flexion simple (M et T)

T
Pa

Flexion pure (M )

Figure 1V-1

IV.1.1 Hypotheses :

a) Les déformations sont élastiques et suffisamment petites pour ne pas modifier l'intensité des
forces ni leurs distances respectives.

b) Toute fibre contenue dans un plan de symétrie demeure dans ce plan pendant la deformation.
c) Hypothése de Navier-Bernoulli : les sections droites de la poutre demeurent planes et

perpendiculaires a I'axe de celle-ci apres déformation.
V.2 Efforts tranchants, moments fléchissant :

Soit la poutre ci-dessous soumise a la flexion simple (Figure 1V-2). Imaginons une coupure en

un point C (d’abscisse x) qui divise la poutre en deux parties notées gauche et droite. Chacune
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de ces deux parties est en équilibre sous l'action des efforts extérieurs qu'elle recoit et sous

I'action des effets de I'autre partie (efforts intérieurs).

Ny
Vi A

<
<

\ 4

L
Figure 1V-2

Chacune des deux parties agit sur 1’autre de sorte que :

e Tous les mouvements horizontaux, verticaux et de rotation d’une partie par rapport a
’autre sont nuls.

e Chaque partie est en équilibre

Pour qu’il y ait concordance en signe entre les deux parties, on utilise la convention de signe

montrée sur la figure IV-3.

Figure 1V-3

L'effort tranchant T(x) dans une section d'abscisse x, séparant la poutre orientée en une partie
gauche et une partie droite, est la résultante des forces extérieures s'exercant sur la partie

gauche.

Le moment fléchissant M(x) dans une section d'abscisse x, séparant la poutre orientée en une
partie gauche et une partie droite, est la somme des moments extérieurs (dus aux couples

concentrés et aux efforts d'action et de réaction) s'exercant sur la partie gauche.
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IV.2.1 Relations différentielles entre les charges et les efforts :

IIs existent des relations différentielles entres les forces extérieures et intérieures et qui

constituent la base de la méthode directe pour la détermination des efforts internes.

Pour déterminer ces relations on considére un cas de charge arbitraire d'un systéeme de

sollicitations donné dans un plan (Figure 1V-4) avec :

q
M M+dM
N /_' N+dN
T - — — — —>
[ qx P |
r i * T+dT
Figure 1V-4

gx - intensité de la charge extérieure selon I'axe X

gy : intensité de la charge extérieure selon I'axe Y

La relation entre l'intensité de la charge gx est I'effort normal est obtenue par I'équation

d'équilibre d'un élément dy et peut étre exprimee par :
N - gx(X)dx-N-dN =0
= dN/dx = - gx(X) (Iv-1)

Entre l'intensité qy, I'effort tranchant T et le moment fléchissant M qui agissent dans une certaine

section, existent les relations différentielles suivantes :
T-qy(X)dx-T-dT=0

= dT/dx = - qy(X) (IV-2)
M + Tdx - gy(x) dx3/2 - M -dM =0
En négligeant le terme quadratique en dx2 on obtient :

dM/dx =T ou d2M/dx? = - gy (IV-3)
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IVV.3 Diagrammes des Efforts tranchants et des moments fléchissant :

En général, les efforts tranchants et moments agissant dans différentes sections varient le long

de la poutre.

Le diagramme des efforts tranchants est la courbe représentative de la fonction T(x) et le
diagramme des moments fléchissant est la courbe représentative de la fonction M(x), ou x est

I’abscisse de la poutre de I'une de ses extrémités.

Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaitre toutes les forces

extérieures y compris les réactions qui doivent étre préalablement déterminées.

Le tracé des diagrammes des efforts tranchants et des moments peut étre fait a 1’aide de la

méthode des sections ou la méthode directe.
1V.3.1 La méthode des sections :

La méthode des sections est basée sur le fait que si un élément est en équilibre, sous I'action des
forces extérieures, alors n'importe quelle partie de cet élément sous I'action des forces qui lui

sont appliquées, est équilibré par un systeme de forces intérieures agissant dans la section.

On considére I'élément AB plan, soumis a l'action d'un systeme de forces extérieures (Figure
IV-5). Pour calculer les efforts et moments dans n'importe quelle section, on coupe a I'endroit
voulu I'élément AB en deux parties. Les valeurs numériques des efforts N, T, et M sont égaux
aux sommes algébriques des projections et des moments des forces extérieures agissant sur une
des parties (gauche ou droite) de I'élément sectionné, généralement sur celle ou les projections

et moments se calculent plus facilement.

iﬁll\HI] [ ]

n |

w P

\&I\T
Smyed L

Figure 1V-5
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Cette méthode consiste a trouver les expressions des efforts et moment pour chaque zone en
fonction de I'abscisse x de la ligne moyenne de la poutre. Ces expressions peuvent étre établies
par les équations d'équilibre de toutes les forces (y compris les réactions des appuis) appliquées
a gauche ou a droite de la section considérée. Une fois que ces expressions sont déterminées,

on peut alors tracer leurs diagrammes.
IV.3.1.1 Les zones des efforts internes :

Les variations d'un effort ou moment dans une zone (ou trongon) d'une poutre est caractérisé
par une méme loi mathématique. En pratique I'extrémité d'une zone est imposée par I'extrémité
de la poutre (extrémité libre appuis de rive ou intermédiaire), changement brutal de la charge,

ou le changement brutal de la direction de I'axe de la poutre (Figure 1V-6).

LY o
Y o

A A
| l
l r I I i I l i
5 ) 5 I
l 1 } ] { | 4
{
7
] !
Figure 1V-6

IV.3.1.2 Exemple :

Déterminer les expressions des efforts internes (N, M et T) de la poutre AB
L F [
L
1
) L

>
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Sectionl-1:0<x<a

Equation de la statique
YE =0 —» Ni(X)+R%=0 '

M,
S Ni(X) =0
R%
Y F, =0 - R%-Ti(x)=0 A ",
— Ra Cl
—Ti(x) = R% [\ |
SM/ci= 0 > -Ray X+Mi() =0 - I—»
y
— M1(x) = R% x I
Section -1l a<x <L I
F M,
SFE =0 - No(X)+R%=0 a
R A —> N2
S Na(X) =0 ) \ R
C
2B =0 - RYy-Tx)-F=0 Aw Yo
X
—)TZ(X) = ay' F R?,
| 1

XM /= 0 - -Ray X+Mo(X)+ F(x-a) =0
- M2(x) = R% x - F(x-a)

1V.3.2 La méthode directe :

La méthode directe est trés rapide genéralement utilisée dans les cas de chargements simples.
Elle consiste a déterminer les valeurs numériques des efforts intérieurs aux extrémités de
chaque trongon. Ces points sont joints par des lignes ou courbes dont les caractéristiques sont
déterminées sur la base des relations différentielles entre les efforts intérieurs et les forces

extérieures.

a) Sur les trongons ou il n'y a pas de charge répartie, le diagramme des T est délimité par des
droites paralléles a la base tandis que le diagramme des M I'est, dans le cas le plus général, par

des droites obliques.

b) Sur les trongons ou la poutre supporte une charge répartie, le diagramme des T est délimité
par des droites obliques tandis que celui des M I'est par des paraboles carrées. Quand on trace
le diagramme des M du cété des fibres tendues, I'incurvation de la parabole est dirigée dans le

sens contraire de la charge qy.

c) Les maximums et minimums des M coincident avec les sections ou T= 0.

2éme Licence GC 30 Dr : DAHEUR E.G.



UNIVERSITE DE GHARDAIA Chapitre IV : Flexion simple

d) Dans les sections ou les charges concentrées sont appliquées a la poutre, le diagramme des
T est caractérisé par des passages brusques aux niveaux de ces charges, celui des M, il y aura
des brisures dont la pointe sera dirigée dans le sens de la ligne d'action de la force.

e) Dans les sections ou des moments concentrés sont appliqués a la poutre, le diagramme des
moments sera marqué par des passages brusques d'une valeur proportionnelle a ces moments

tandis que sur le diagramme des T, il n’y aura aucune modification.
V.4 Contraintes normales en flexion simple :

Des contraintes normales se développent dans les sections transversales d'une poutre soumise
a un moment fléchissant. La Figure IVV-7 montre les fibres tendues et comprimées externes d'un
troncon de poutre fléchi. Dans la zone comprimée les fibres se raccourcissent tandis que dans
la zone de traction elles s'allongent. Ces deux zones sont séparées par un plan neutre ayant un
rayon de courbure R et dont la longueur ne varie pas lors de la flexion. L'allongement relatif

d'une fibre se trouvant a une distance y de I'axe neutre peut étre écrit :

e=" (1V-4)
_ (R+y)db—-dx :
g = (IV-5)
Avec:
dx = Rd6 (1V-6)
—e= % (IV-7) c
€= % Loi de Hook (1V-8)
s E
D'ou: o=y (1V-9) Figure IV-7

La condition d'équilibre qui lie les contraintes et les efforts internes dans la section transversale

d'une poutre est :
M = [ oyds (1V-10)

En Introduisant la valeur de o de 1'équation (1VV-9) dans I'expression (1\V-10) on obtient :
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M= [Zy2ds (IV-11) ;
R M a M /
—Er,2 - )
M—Rfy ds (IV-12) ( ) /s
M = % (IV'13) ! }‘a-a
Figure 1V-8

En introduisant I'équation (I1VV-13) dans (IV-19), la contrainte normale en tout point de la section

de la poutre distante de y de I'axe x a pour valeur :
o="2 (IV-14)

L'équation (I\V-14) est appelée formule de Navier dont on note que :

+ Les contraintes sont proportionnelles au moment fléchissant et inversement

proportionnelles au moment d'inertie 1.
+ Les contraintes varient linéairement avec la distance y de I'axe neutre.
+ La fibre la plus sollicitée (la contrainte de traction ou de compression maximale) est

située au point le plus éloigné de I'axe neutre.

L'application de cette formule est générale, mais on ne considérera que les cas particuliers

suivants:
IV.4.1 Cas d'une section ayant un axe de symétrie horizontal :

partie comprimee

\Pame tendue omax+

Figure 1V-9

(IV-15)

-t
ymax - ymax

= Wmax (IV-16)

|O'r71ax| = |O'1¢1ax| = Omax I
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o max . La contrainte normale maximale.

I s .
W, = —=— : Module résistant de la section.
Ymax

IV.4.2 Cas d'une section n'ayant pas un axe de symétrie horizontal :

Dans ce cas les contraintes de traction et de compression maximales sont différentes.

o] o]
max- max—
y-
| ST A
- D M<0
M=0
-\'-
Gxnax— GXIIRX-
Figure 1V-10
- MYmax
(O] = [P (IV-17)
+ MJ’?r—Lax
Orhax = 22 (IV-18)

Omax - CONtrainte de compression max.
0.} 4% - Contrainte de traction max.

Ymax €t Vit ax: Distances des fibres comprimées et tendues les plus éloignées
IV.5 Vérification par rapport aux contraintes normales :

La vérification d'une poutre en flexion se fait a partir de la condition de résistance par rapport

aux contraintes normales maximales dans la section.
a) Pour une section symétrique :

|MYmax
1

< min([o_],[o.]) (Iv-19)

|Umax| =
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b) Pour une section non symétrique :
Si:[o_] = [04] = [0] » max(Iomax|, |Tmax]) < [0] (1V-20)
Sitlo-]# [o4] = [ lomax| < [0-] (1vV-21)

Io-r-ri-laxl < [o4]
V.6 Contraintes tangentielles en flexion :

Quand une poutre est soumise a l'action simultanée d'un moment fléchissant et d'un effort
tranchant, en plus des contraintes normales, des contraintes tangentielles apparaissent aussi au
niveau des sections droites. Aux contraintes tangentielles d'un élément unitaire figure 1V-9 sont
associees des contraintes tangentielles égales sur les facettes horizontales (réciprocité des
contraintes tangentielles). L'existence de ces contraintes suivant les couches horizontales de la
poutre peut étre démontrée par superposition de deux poutres de hauteur (h) simplement
appuyees aux extrémités et soumises a une force concentrée a mi-travée (figure 1V-10). On
constate qu'il y a un glissement des fibres inférieures ce qui signifie gu'il y a des contraintes
tangentielles horizontales empéchant ce glissement dans le cas d'une poutre équivalente de
hauteur 2h.

b
I

-

— el
— — —

by by I

—2
2

=N

ni
C e
—

Figure 1V-9 Figure 1V-10

Considérons un trongon de poutre de longueur dx soumis a un effort tranchant constant T et un

moment fléchissant variant de M & M+dM. (Figure 1V-11)
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T

(-

[
I

dx

Figure IV-11

La partie supérieure de I'élément dx a une distance y1 de I'axe neutre est en équilibre sous
l'action des contraintes ¢ a gauche de I'¢1ément dx, 6+do a droite de 1'élément et de la contrainte

tangentielle horizontale t.
Ecrivons I'équation d’équilibre :
fods — [(o0+do)ds + [thdx =0 (IV-22)

En supposant que les contraintes tangentielles sont constantes dans la section bdx:

thdx = [ dods = [ yds (IV-23)
=<2 [ yds (IV-24)
=205 (IV-25)

aMmsi _ TS (IV-26)

dx Ib Ib

En un point arbitraire d'une section droite d'une poutre soumise a I'action simultanée d'un effort

tranchant et d'un moment fléchissant, la valeur de la contrainte tangentielle est déterminée par :
T=— (IV-27)

Avec:

7 : Contrainte tangentielle.

b : Largeur de la section dans la couche considérée.

Iz : Moment d'inertie.

Sz : Moment statique de l'aire située soit au-dessous soit au-dessus de la couche considerée.

T : L'effort tranchant.
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La contrainte tangentielle varie avec I’ordonner y comme le rapport S*z / b. 1 est nul aux points
les plus éloignés du centre de gravité et passe par un maximum pour lI'ordonnée correspondant

au maximum de S*z / b.
V.7 Calcul de résistance en flexion simple :

Dans le cas genéral d'une poutre en flexion simple, les valeurs maximales des contraintes
normales et celle des contraintes tangentielles se trouvent en des points différents. Dans les

points ou ¢ est maximale t = 0, par contre la ou t est maximale ¢ = 0.
D'habitude on vérifie les contraintes normales et tangentielles séparément.

Comme le cas d'une flexion pure, la condition de résistance s’écrit :
|Omax] = 222 < [o] (IV-28)

On devra aussi verifier :

Tmax = T < [1] (1V-29)

V.8 Exemple :

Soit la poutre représentée sur la figure 1V-12 ci-apres.

F F=100 kN b i

L=12.00 m

Figure 1V-12
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1) Determiner les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissant le long de la

poutre ;
2) Tracer le diagramme de la contrainte normale o, au niveau de la section la plus sollicitée ;

3) Tracer I’allure du diagramme de la contrainte tangenticlle au niveau de la section C et

calculer Tmax.
Données : H=80 cm, b=100 cm, ho=20 cm et b,=30 cm
Solution :

1) Efforts internes :
On a Ra=Rg =100 kN (par raison de symétrie) ;
Pour 0<x<4m:
T1=-Ra=-100 kN
M; = Ra.x = 100X — {: N 2 M, = 401(\)%;[?1
Pour 4<x<8m:
T2 =-Ra+F=-100+100=0

=4 M, = 400KN.m

X
Mz = Rax - F(x-4) — {X —8 M, = 400KN.m

Pour Om < x < 4m (droite) :
T3 =+ Rs =+100 kN

_ _ x=0 M; =0
Ms = Re.x = 100.X — {X —4 M, = 400KN.m
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+ Diagramme des efforts internes :

-100 kN
x, T (effort tranchant)
A C D B @
+100 kN
v
A\w C D U/ B M (Moment fléchissant)
®
400 KN.m

2) Diagramme de o -

4+ Caractéristigues géométrigues de la section :

e Surface : S = 3800 cm? :
e Positionde G:v=2895cm; v’ =51.05cm. —— —
e Inertie : lgz = 2122456.17 cm* v

4+ Contrainte normale :

_ MmaxXy
Iz

o Avec Mmax = 400 KN.m (dans la section la plus sollicitee)

400 x 10° x 28.95
e =
Is 2122456.17

= 5.5 MPa (compression)

400 x 10° X 51.05
%= T 212245617

= 9.7 MPa (traction)

™~
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3) Diagrammede 7

T= % Dans la section C, 1’effort tranchant T = 100 kN.

z

Section 1-1:

S11=0(S=0) > 7,1 =0

Section 2-2:

S,_, =S xy =100 x 20 X 18.95 = 37900cm?

100 X 10° 37900 _ ..
- = =
Y22 = 519245617 x 100~ a

Section 3-3 :
53_3 = 52_2 = 37900C7n3

100 X 10° 37900 _
—) = = .
13-3 = T5122456.17 x 30 @

Section 4-4 :
8,95
54_4 = 53_3 + 8,95 X 30 X T = 391015cm3

_ 100 x 10° x 39101,5
t4-4 = TH5122456.17 x 30

= 6,14 MPa

D’ou ’allure suivant du diagramme de la contrainte tangentielle :

1,785

5,95

A 4

Tmax = 6,14 MPa
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Cisaillement

V.1 Définitions :

Une piéce est sollicitée au cisaillement lorsqu’elle est soumise a deux forces opposees
perpendiculairement a I'axe. Sous I'action de ces deux forces la piéce tend a se séparer en

deux trongons E1 et E2 glissant I'un par rapport a l'autre.

e Si les points d'application des forces étant Iégérement décalées (d'une quantité notée d

sur la figure V-a), On a du cisaillement simple.

e Si les deux forces ont la méme droite d'action, on a du cisaillement pur (figure VV-b).

y F (a) (b)
I P — =
E2 F
Y
El /\ 7777777777777777 X ~ <[_ _El_ _______ \
A B ‘i" -

| F e

d| | (P)

Figure V-1

V.2 Contrainte de cisaillement :

Considérons le cas d'un troncon de poutre a deux forces comme le montre la Figure V-2.

Nous avons l'effort tranchant :

T=F (V-1)

-_—

-—
-——

Figure V-2
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Et la relation entre I'effort tranchant et la contrainte tangentielle agissant sur la face de la

section s’écrit :
T=[f tds (V-2)

Pour une distribution uniforme des contraintes sur le plan de la section I'équation s'écrira
donc:

T=1tS (V-3)

L o(v-9)

> T =
A

l

ﬁ

Il
Y

(V-5)
T : contrainte tangentielle en MPa ou N/mm?

T : effort tranchant en N

A : aire de la section droite cisaillée en mm?

V.3 Déformation élastique en cisaillement :

Soit une piece soumise a un effort de cisaillement comme I’indique le montage de la figure V-

3. Les sections ab et azbs sont trés voisines et distantes de Ax négligeable.

Apres deéformation, la section aib: vient en axb, et la dénivellation aia> mesure alors le

glissement transversal (figure V-4).

- T
V/ / dénivellation
"”f :\\\\% ’{’f r <7
b §1
bi by 7
% AX | |,
Ax ] |, T
Figure V-3 Figure V-4
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Si on admet que aay reste rectiligne, on définit la déformation par le rapport :

aiaz

tany = —— (V-6)

Avec y : angle de glissement [rd].

Puisque nous restons dans le domaine élastique, la contrainte de cisaillement t varie
linéairement en fonction de 1’angle de glissement vy, on introduit alors le module de Coulomb

G telle que (par analogie avec la traction et la compression (o = E¢)) :
T=G6Gy (V-7)
G : appelé module d’élasticité transversale ou module de coulomb [N/mm?].

Le coefficient de proportionnalité G est appelé module d'élasticité transversale ou de
cisaillement et est semblable au module de Young E, pour la traction et la compression.

E

G= 2(1+v)

(V-8)

v : étant le coefficient de Poisson.
V.4 Condition de résistance au cisaillement :

Pour gu'une piéce sollicitée en cisaillement résiste en toute sécurité, il faut que la contrainte
de cisaillement ne dépasse pas une valeur critique [t] appelée contrainte admissible en

cisaillement :
T <[] (V-9)

[7] est une caractéristique du matériau, elle ne dépend pas des dimensions de la piece
sollicitée en cisaillement. Elle représente généralement (éventuellement a un coefficient de
sécurité pres) la limite d'élasticité transversale de la piéce, c'est-a-dire la contrainte au-dela de
laguelle la piece ne reprend pas sa forme initiale aprés annulation de l'application de I'effort

tranchant.
_Te g
[t] = ~ (V-10)

Ou 7, est la limite élastique en cisaillement ; n est le coefficient de sécurité.

2éme année GC 42 Dr : DAHEUR E.G.



UNIVERSITE DE GHARDAIA Chapitre V : Cisaillement

V.5 Applications :

En pratique, un bon nombre d'éléments de structure travaille principalement sous cisaillement.
Le cisaillement peut étre utilisé dans le dimensionnement de piéces travaillant en cisaillement.
Les exemples les plus simples sont les assemblages par boulons ou par rivets, ou encore les

assemblages par soudure.
V.6 Exemple :

Trois tdles en acier sont assemblées entre elles par deux rivets de diamétre chacun égale a 17

mm.
1. Veérifier la résistance des rivets si la contrainte admissible de cisaillement [7] = 900 kg/cm?.

2. Déterminer 1’épaisseur minimale de chacune de deux tdles si [o]= 1200 kg/cm?.

':fi S ’ CmP_ 4 tonnes
\H\l‘\\\\\ P/2 . O P
P/2 ///’ ~ - : O ]

Solution :

1. Nous avons ici deux plans de cisaillement. La force de cisaillement (effort tranchant)

appliquee a la section cisaillée, au niveau d'un seul plan de cisaillementest: T; = >

Plan de

F/ﬁ ‘ cisaillement
g T=F/2 F/2 P
— F < ] 2|
C—— R AR —
-— F/2

@T=F/2 ‘ Plan de
F/2 cisaillement
F/n

Silyanestrivets: T; = =

La contrainte de cisaillement sur la section cisaillée (revenant a chaque rivet) est
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F/ 2
_ _/2n. _md
_—,Al_—

T
1 A 4

Avec la condition de résistance : 7 < [1]

On écrit
2F 2x4x103
1= nmd?2 — [] 1= 2m(17)? = 440,6 kg/cmz

-1, = 440,6 kg/cm? < [t] =900kg/cm? Condition vérifiée

2. La contrainte normale dans une des deux tbles a la section dangereuse est

N Ff, 2 % 10°

= = = < 1200
A1_1 6(5 - 2 X 1,7) 1,6 Xe

011

- e >1,04cm

Donc I'épaisseur minimale que devrait avoir chacune de deux tdles est au moins égale a 10,4

mm.
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Torsion

V1.1 Définitions :

Une poutre est sollicitée a la torsion simple si elle est soumise a deux couples de moments

opposeés portés par la ligne moyenne (figure VI-1).

V1.2 Déformation :

Figure VI-1

Soit une poutre circulaire a section constante soumise a deux couples Mt et -Mt égaux et

opposés d’axe la ligne moyenne de la poutre (figure VI-2).

/1

Figure VI-2

Constatations expérimentales :

e Toute section plane et normale a 1’axe du cylindre reste plane et normale a 1’axe.

o Ladistance relative entre deux sections reste sensiblement constante.

e La section (S) subit uniquement une rotation d’angle o proportionnel a sa distance | par
rapport a la surface (So).

e Avant déformation, les points mo, m et m1 sont situés sur la méme génératrice rectiligne.
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e Apreés déformation, le point m vient en m’et le point my vient en m¢’ et les point mo,
m’et m¢’ forment une hélice.
e Lessections droites tournent ou glissent en bloc les unes par rapport aux autres (rotation

d’axe la ligne moyenne).

Soient : o : angle de torsion entre les sections droites (So) et (S).
az : angle de torsion de la poutre.
Si on suppose que les sections droites tournent toutes entre elles de la méme fagon, alors I’angle

de torsion entre deux sections droites quelconque est proportionnel a la distance entre celles-ci:

2=2-9 (VI
I L

Avec : 0 : angle unitaire de torsion en [rd/mm].

D’autre part I’angle : mimomy’=y
Dans la zone des déformations élastiques, 1’angle y est petit, donc, I’'arc mm’ =a p =y I.
La fibre mom a subi une distorsion ou glissement vy tel que :

axp

y=—=6p (VI-2)
Avec : v : angle de glissement en [rd].
p . Distance du point m a la ligne neutre ou axe de la piéce qui ne subit aucun effort [mm].

V1.3 Contrainte :

Si on admet I’hypothése que la distance relative entre deux sections reste constante au cours de
la déformation, donc I’allongement Ax = 0, alors on peut écrire que la déformation

longitudinale ¢, = A;" = 0 en tout point de la section (S). On admet donc que la composante

normale du vecteur contrainte est nulle : ¢ = 0.

La loi de Hooke pour les contraintes tangentielles s’exprime donc par :

t=G.y (VI-3)
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Sachant que y = 6p, donc :
T=G.0.p (VI-4)
Ou:
T : Contrainte tangentielle de torsion [MPa].

G : est le module d’élasticité transversale ou module de Coulomb [MPa].

La figure VI-3 montre la répartition des contraintes au niveau de la section (S).

Figure VI-3 : Diagramme de répartition des contraintes dans une section droite.

Remarque : la contrainte maximale t,,,, €st atteinte pour les points M périphériques de la

surface du solide tels que p = R (Rayon).

Relation entre la contrainte et le moment de torsion :

Nous avons :

Mtzf p.T.ds =f pZ.G.H.dszG.Hf p?ds
N

N N

Or fs p? ds représente le moment quadratique polaire I, de la

section (S) [mm?].

Figure VI-4

M, =6.0.I, (VI5)

M¢ : moment de torsion en [N.mm].
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D’apres ’équation (IV-5), on trouve :

0=gp (VI-6)

Remplacgant (IV-6) dans (IV-4), on trouve :
=2 p (VI7)
Io
Remarque :

Si la section (S) est une section cylindrique de diamétre D, alors :

nD* D

= — < < =

I, = et 0 <p < .
. . o o D D
La contrainte maximale est sur la périphérie : pyar = > donc : Ty = — X 2

V1.4 Condition de résistance :

Lorsque le moment de torsion est variable le long de 1’arbre, on prend sa valeur maximale soit

Mt max.
Soit ppax 12 valeur maximale de p ; Dans la plupart des cas p;,q, €st égal au rayon maximum

de ’arbre.

La contrainte maximale de torsion s’exprime par :

|M¢|max
1Tl max = ( tIO ) (VI-8)
Pmax

lo

Le rapport > s’appelle le « module de torsion » si la section (S) est une section cylindrique
I, mD3
pmax 16

La condition de résistance est :

|T|max < Taam (VI-9)
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. . . R
En torsion la contrainte admissible 7,4, = % = (Si) =1p = (Rp)

Tp ou(Rp) : contrainte pratique de cisaillement
S : coefficient de sécurité
V1.5 Condition de rigidité :

Le calcul des dimensions des arbres de transmission ou barres de torsion se fait plus par une
condition de déformation qu’une condition de résistance. En effet pour assurer une transmission
rigide et éviter les vibrations, 1’angle de torsion unitaire 6 ne doit pas dépasser pendant le
service, une valeur limite 6im. D'ou la condition de rigidité d'une piéce en en torsion :

_ M

0=
Glo

<0un (VI-10)

V1.6 Exemples d’application :

Soit deux arbres de transmission construit a partir d’un méme acier (G = 8.10* MPa), le premier
est plein de diameétre D, et le seconde est creux (D : diamétre extérieur, d : diameétre intérieur,
sachant que d=0.8D).

Le couple a transmettre est de 200 N.m et tp = 100MPa

Questions :

1/ Calculer Ds.
2/ Calculer D et d.
3/ Déterminer le rapport de poids entre ces deux arbres.

Solution :
1/ Calculons Ds.

|T|max < Taam = Tp

Section cylindrique, donc :

16M 16M 3(16 x 200
——t<Tp —>D123 tmax > D

= > | = .
Tmax D3 = T 1= % 100 4 Dl 21.67mm
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2/ Calculons D etd.

|T|max < Tgam = Tp

n(D*—d¥ nD*(1-0.8%
( -1, = ( et Pmax = 7

Section cylindrique - I, = 32 0 32

16M, | 16M, 5o *|__16x200
Y = - -
tmax =351 - 089 = P T 7= |r,(1— 08 = |7 x100x 0,59
- D =~ 25.8mm

Nousavons: d = 0.8D - d = 0.8 X 25.8 = 20.64mm
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