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Avant-propos

Ce polycopie a pour objectif de sensibiliser les étudiants aussi bien a la question de la
modélisation ainsi qu’a I'identification des systémes dynamiques linéaires en leur donnant
tous les détails nécessaires, & savoir : les lois fondamentales de la modélisation et de
I'identification, la présentation de notions fondamentales ainsi que des méthodes de base
qui permettent & un automaticien de développer des modeéles de représentation décrivant
le comportement entrée-sortie d’un processus, quel qu’il soit, qu’il faut commander dans
le but de mettre au point un controleur performant. A la fin du cours, les étudiants seront
capables de modéliser, d’analyser et de concevoir des systémes dynamiques linéaires.

De nombreux travaux pratiques sont introduits dans ce polycopié, conformément aux
programmes de 3°®¢ année licence LMD Automatique, afin de permettre aux étudiants

d’analyser et de comprendre les phénomeénes qu’ils sont appelés & rencontrer dans ce

domaine.



Introduction

La premiére étape du processus de conception d’un contrble consiste & développer
des modeéles mathématiques appropriés du systéme & controler. Ces modéles peuvent étre
dérivés soit des lois physiques soit des données expérimentales.

Un modele est un produit (physique ou numeérique) qui représente un systéme d’intérét.
C’est une représentation simplifiée du systéme réel qu’il représente et qui s’approche, le
plus possible, de la plupart des caractéristiques importantes de ce systéme. Un bon modeéle
est un compromis judicieux entre réalisme et simplicité. En effet, une caractéristique-clé
d’un modéle est la manipulabilité. Par ailleurs, un modéle peut étre soit un modele phy-
sique soit un modeéle conceptuel. A titre d’exemple, le modeéle d’architecture d’une maison,
celui d’'un avion ou d’un mannequin de mode ou encore celui d’un organisme en recherche
biologique constituent des modéles physique. Par contre, un modeéle informatique, un
modeéle statistique ou mathématique, ou encore un modeéle économique constituent des
modeles conceptuels.

L’identification est la sélection d’un modeéle pour un processus (c’est-a-dire le systéme
étudié ou le dispositif testé) tout en veillant & utiliser un nombre de mesures des entrées
et des sorties aussi limitées que possible, qui peuvent étre perturbées volontairement par
le bruit, et une connaissance a prior: du systéme.

Dans ce cours, les techniques les plus connues de la modélisation ou l’identification
sont citées et détaillées d’une maniere facile et sont ordonnées de manieére & répondre aux

questions suivantes :

Qu’est ce qu’un systéme dynamique ?

Qu’est ce que la modélisation ?

Comment modélise-t-on un systéme dynamique linéaire 7

Qu’est ce que l'identification ?

Comment identifie-t-on un systéme dynamique linéaire 7



Chapitre 1

Modélisation des Systémes

dynamiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la représentation des systémes dynamiques par
la fonction de transfert et par ’espace d’état. Nous passons ensuite en revue quelques
approches de base de la modélisation des systémes mécaniques et électriques et nous

montrerons comment exploiter ces modeles dans MATLAB pour une analyse plus poussée.

1.2 Systémes dynamiques

Les systémes dynamiques sont des systémes qui changent ou évoluent dans le temps
selon une régle fixe. Pour de nombreux systémes physiques, cette régle peut étre définie

comme un ensemble d’équations différentielles du premier ordre :

r=f(x(t).u(t),) (1.1)

x (t) : est le vecteur d’état.

u (t) : est le vecteur des entrées.

f : est une fonction, éventuellement non linéaire, donnant la dérivée temporelle z (taux
de changement) du vecteur d’état pour un état et une entrée pendant un laps de temps
défini.

Exemple :
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Dans un systéme mécanique simple qui fait appel 4 I’ensemble masse-ressort-amortisseur,
les variables d’état pourraient étre la position et la vitesse de la masse. Le vecteur des

entrées représente les “forces” appliquées extérieurement sur le systéme.

1.3 Représentation de la fonction de transfert

Les systémes dynamiques linéaires ont une propriété extrémement importante. De ce
point de vue, si I'entrée d’un systéme est de type sinusoidal avec une fréquence f. alors
la sortie sera également sinusoidale avec la méme fréquence f., mais avec une amplitude
et une phase probablement différentes. Ces différences de magnitude et de phase sont
fonctions de la fréquence et capturent ce que l'on appelle la réponse en fréquence du
systeme.

En utilisant la transformation de Laplace, il est possible de convertir la représentation
du domaine temporel d’un systéme en une représentation d’entrée/sortie dans le domaine
fréquentiel, appelée fonction de transfert. Ce faisant, elle transforme également I’équation
différentielle gouvernante en une équation algébrique souvent plus facile a analyser.

La transformée de Laplace d’une fonction de domaine temporel f(¢) est définie ci-
dessous :

+o0

F(P) = F(t)-e Pt at (1.2)

Ou le parametre P = § + w - j est une variable de fréquence complexe. Il est tres
rare, en pratique, d’évaluer directement une transformation de Laplace (bien que vous
deviez certainement savoir comment le faire). Il est beaucoup plus commun de rechercher

la transformation d’une fonction temporelle dans le tableau de Laplace, (Tableau 1.1

qui reproduit les fonctions les plus usuelles dans le domaine d’asservissement.
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70 F(P)
Impulsion= §(t) 1
Echelon = E L
t"(n =1 s’appelle rampe) | 5t
e P+a
sin (w - t) S
cos (w - t) Pz;;wz

TAB. 1.1 — Laplace et Laplace inverse des fonctions les plus usuelles.

1.4 Propriétés de la transformée de Laplace

1.4.1 La dérivée

La transformée de Laplace de la dérivée n’®™¢ d’une fonction est particuliérement

importante :

L {CZ{} =P" - F(P)—P" V. f(07) = P™ 2. f20") — .. — f"D(0t)  (1.3)

Exemple :
Les méthodes de domaine fréquentiel sont le plus souvent utilisées pour analyser des
systémes SISO (single-input / single-output), par exemple les systémes régis par une

équation différentielle a coefficients constants, comme indiqué ci-dessous :

d"y(t) dy(t) d"u(t) du(t)
. . =b, - . 1.4
an, D + ...+ a 7 b, g + ...+ b T (1.4)
La transformée de Laplace de cette équation est donnée ci-dessous :
an- P, Y(P)+..4ay-Y(P)=b, P, -UP)+ ...+ by - U(P) (1.5)

Ou Y (P) et U(P) sont respectivement les transformeées de Laplace de y(t) et u(t).
Notez que lorsque nous trouvons des fonctions de transfert, nous supposons toujours que

chacune des conditions initiales y™ (07), ...,y (07), ™ (0%),...,u (0T) sont nulles.

4
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La fonction de transfert H(P) d’un systéme linéaire qui est le rapport entre la trans-

formée de Laplace de sa sortie Y (P) et celle de son entrée U(P) s’écrit :

Y(P) by Pt ..+ bo
UP)  an-P,+..ag

H(P) =

1.4.2 L’intégrale

La transformée de Laplace de l'intégrale d’une fonction est donnée par :

L[/f(t)~dt] —@+...+%Uf(t)-dt]t:0

1.4.3 Le retard

La transformée de Laplace d’une fonction avec un retard 7 est donnée par :

Lif(t=7)]=F(P)-e"

1.5 Représentation de ’espace d’état

(1.7)

(1.8)

La représentation d’un comportement réel d’un systéme par 1’espace d’état est donnée

ci-dessous :
X=A-X+B-U
Y=C-X+D-U
"1 D
U | B X J X c
4 |«

Fia. 1.1 — Représentation d’état matricielle.
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Ou Xest le vecteur des variables d’état de dimension (nx 1), )o( est la dérivée temporelle
du vecteur d’état de dimension (nx1). U est le vecteur de commande de dimension (mx1),
Y est le vecteur de sortie de dimension (g x 1), A est la matrice d’évolution de dimension
(nxn), B est la matrice de commande de dimension (nxm), C est la matrice d’observation
de dimension (¢ x n), D est la matrice d’action directe de dimension (¢ x m).

L’équation de sortie est nécessaire car il y a souvent des variables d’état
qui sont inaccessibles ou qui ne présentent pas un intérét évident. La matrice de sortie
C' est utilisée pour spécifier les variables d’état (ou combinaisons de variables) qui sont
disponibles pour 'utilisation par le controleur. De plus, il est souvent prendre d’avoir
I’absence de ’action directe & laquelle les éléments de la matrice D doivent étre forcés par
z€éro.

La représentation par l'espace d’état, également appelée représentation dans le do-
maine temporel, peut facilement prendre en charge des systémes M I MO ( Multi-Input/Multi-
Output), des systémes avec des conditions initiales non nulles et des systémes non linéaires
via 1. Par conséquent, la représentation de I’espace d’état est largement uti-
lisée dans la théorie du controle «moderne».

Observation :

Notons que nous pouvons également déterminer directement la fonction de transfert

a partir de la représentation de I'espace d’état comme suit :

GP)=——+~=C-(P-I—A)""-B+D (1.10)

Ou:

I(n x n) est la matrice d’identité.

1.6 Modélisation des systémes mécaniques

Les lois du mouvement de Newton forment la base de I'analyse des systémes méca-

niques. La deuxiéme loi de Newton, (IEquation 1.11[), stipule que la somme des forces

F agissant sur un corps est égale au produit de sa masse m par son accélération a. La
troisieme loi de Newton stipule que si deux corps sont connectés, alors ils éprouveraient

des forces de méme amplitude mais agissant dans des directions opposées.

6
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d2
ZF:m-a:m-—x (1.11)

En appliquant cette équation, il est préférable de construire un diagramme de corps
libre (en anglais “Free Body Diagram (FBD)”) du systéme montrant toutes les forces

appliquées.
Exemple :

Systéme Masse-Ressort-Amortisseur :

Fi1G. 1.2 — Systéme Masse-Ressort-Amortisseur.

Le diagramme de corps libre pour ce systeme est montré dans la

La force du ressort :

fr = k- x (ou «k : une constante de raideur ») est proportionnelle au déplacement x

de la masse m.
Parallelement, la force d’amortissement :

fo=b-x (ont «b : le coefficient d’amortissement visqueux») est proportionnelle & la

. o
vitesse v = x de la masse m.

Les deux forces s’opposent au mouvement de la masse m et sont donc représentées
dans la direction négative de x et F'. Il faut aussi remarquer ici que pour = = 0, cela

correspond a la position de la masse lorsque le ressort n’est pas étiré.

7
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X
Fpa—
m >F
Fre—

Fic. 1.3 — Diagramme de corps libre.

En additionnant les forces et en appliquant la seconde loi de Newton (IEquation 1.11|)

selon toutes les directions, (dans ce cas, il n’y a pas de forces fonctionnant dans la direction

Y ; elles existent seulement selon la direction des X') nous obtenons :

Y F=Ft)—k-z—b-x=m-T (1.12)

Cette équation (lEquation 1.12[}, connue sous le nom d’équation dominante, caractérise

complétement 1’état dynamique du systéme. Plus tard, nous verrons comment 'utiliser
pour calculer la réponse du systéme pour toute entrée externe F'(t), ainsi que pour analyser
les propriétés du systéme telles que la stabilité et la performance.

Pour déterminer la représentation d’état du systeme masse-ressort-amortisseur, nous
devons réduire I’équation régissant le second ordre a un ensemble de deux équations
différentielles du premier ordre. A cette fin, nous choisissons la position et la vitesse

comme variables d’état.

T
X=1" (1.13)
x

Notons également que ces variables d’état correspondent respectivement a 1’énergie
potentielle et ’énergie cinétique de la masse. Souvent, lors de la modification de variables
d’état, il est utile de considérer les éléments de stockage d’énergie indépendants dans le
systéme.

Alors, pour trouver I'espace d’état de ce systéme, On pose que :

r=2x (1.14)
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La dérivée de 1[Equation 1.14! donne 1JEquation 1.15| elle est simplifiée et reformée

dans 1IEquation 1.16:

o
o

Ko
I

(1.15)

[e]e) k b o) ]_
= - — o4 —-F(t 1.1

Donc, On peut reformer 1[Equation 1.14|et 1[Equation 1.16{en espace d’état par 1’équa-

tion suivante :

° T 0 1 T 0
X=| 1= R I I I - F(t) (1.17)
x - == T =

Si, par exemple, nous voulons controler la position de la masse, I’équation de sortie

serait la suivante :

y:[l o] ; (1.18)

Pour déterminer la fonction de transfert du systéme masse-ressort- amortisseur, on

applique la transformée de Laplace a 1’équation (1JEquation 1.12) avec des conditions

initiales nulles, on aura :

m-P*-X(P)+b-P-X(P)+k-X(P)=F(P) (1.19)

Par conséquent, la fonction de transfert de I'entrée de force excitatrice & la sortie de
déplacement est :
X(P) 1

H<P):F(P):m-P2+b-P+k (1:20)

1.7 Modélisation des systémes électriques

Comme pour les lois de Newton dans les systémes mécaniques, les lois de Kirchoff sont
considérées comme un outil analytique de base dans les systemes électriques. La loi des

nceuds stipule que dans un circuit, la somme des courants électriques entrants dans un

9
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neeud est égale & la somme des courants électriques sortants de ce nceud. De méme, la loi
des mailles stipule que dans une maille, la somme algébrique des chutes de tensions aux
bornes de toutes les résistances est nulle.

Exemple :

Circuit RLC :

Nous allons maintenant considérer un circuit contenant trois éléments électriques pas-
sifs en série : une résistance, une inductance et un condensateur. Ce circuit est commu-

nément connu sous le nom de circuit RLC.

R

ol y
[~

V(i

F1G. 1.4 — Circuit RLC.

Puisque ce circuit est constitué d’une seule maille, le courant i(¢) est le méme a travers
tout le circuit. En appliquant la loi des mailles & ce circuit et en tenant compte de la

convention des signes indiquées dans la [Figure 1.4, nous arrivons a 1JEquation 1.21| de

décision suivante :

di o1 ‘

Nous notons que 1{Equation 1.21de décision pour le circuit RLC a une forme analogue

a celle du systéeme mécanique masse-ressort-amortisseur. En particulier, ils sont tous des
systémes du second ordre ou la charge (intégrale du courant) correspond au déplacement,
I'inductance & la masse, la résistance & 'amortissement visqueux et la capacité inverse a
la raideur du ressort. Ces analogies ainsi que d’autres s’avérent étre un concept tres utile

pour comprendre le comportement des systémes dynamiques.

10
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La représentation d’état est obtenue en choisissant la charge et le courant comme

variables d’état :

x=| (1.22)
L=

L’équation d’état du systeme électrique se déduit de la méme maniere que pour I’espace

d’état du systéeme masse —ressort —amortisseur :

° q 0 1 q 0
X=|.|=].]|= . e V(t) (1.23)
t ! ~L TLC q T
q
y:[l 0} : (1.24)
q

La représentation de la fonction de transfert peut étre trouvée en considérant la trans-

formée de Laplace & partir de I’équation d’espace d’état comme suit :

-1

G(P)_ﬂ_[l o}. JO I O : ? (1.25)

=}
—_
|
==
|
.“|H
Q
il

alors :

G(P) (1.26)

T L-PPrR-PtL

Pour représenter les modeles dans I’environnement Matlab, on utilise la fonction tf
pour déclarer le modéle comme une fonction de transfert (pour plus détails, taper help
tf). De méme, on utilise la fonction ss pour déclarer le modeéle comme un espace d’état.
Ainsi, les fonctions ss2tf et tf2ss donnent le passage entre les deux modéles.

Par exemple, le modéle précédent est déclaré par :

G =tf(1,[L, R,1/C)) (1.27)

11



Chapitre 2

Rappels des méthodes de base en

Automatique

2.1 Introduction

Si le modele de connaissance s’avére trop peu précis ou impossible a obtenir, on peut
alors le définir & partir de ces données d’entrée - sortie. On parle dans ce chapitre de
I'identification non paramétrique du systéme. L’objectif est d’obtenir un modéle qui "se
comporte comme" le systéme. La plupart du temps, les paramétres de ce modéle n’ont
qu’un rapport lointain avec les paramétres d’'un modéle de connaissance. En premier lieu,

il faut donc répondre aux deux questions suivantes :

- Quelles sont les grandeurs d’entrée-sortie ?

- Comment traiter la sortie ?

2.2 Réponse temporelle d’un systéme

2.2.1 Réponse impulsionnelle

Soumettons une impulsion a 'entrée d’un systéme : e(t) = 6(t), L[d(t)] = E(P) = 1,
sa réponse, appelée réponse impulsionnelle, aura pour transformée de Laplace S(P) =
1-H(P) = H(P). Donc, la fonction de transfert est obtenue via la transformée de Laplace

du transfert h(t).

12
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2.2.2 Reéponse a un échelon unitaire ou réponse indicielle

Soumettons le systéme & une entrée en échelon unitaire : e(t) = 1, E(P) = 3, la

transformée de Laplace de la réponse indicielle ¢(t) est : Lg(t)] = 5 - H(P).
Donc :
- La réponse impulsionnelle est la dérivé de la réponse indicielle : h(t) = d‘fj—g) ;

- Il est possible de caractériser un systéme par sa réponse unitaire ¢(t) ou sa réponse

impulsionnelle h(t).

2.3 Identification d’un systéme a partir de sa réponse
indicielle
2.3.1 Systéme du 1“ordre
La réponse indicielle d'un systéme de premier ordre est donnée par :
s(t) = K - (1 - e*%) (2.1)

L’allure de I’équation qui représente ce systéme est illustrée dans la figure suivante :

Laréponse indicielle

_____________________________________________ s(t)
0,95K ______J.________L________: ___________________________
1 e(t)=1
LT EOEERTTYPCTT I PP P PP PERTY T TY TP LU LTI UL O T PP L LLEEE
1 :
: : : :
= : : H :
é 0,63K - o p E ---------------------------
3 -
< |t R N S T S N S S
1 T 1 T r T T 1
H : :
X X 5
________ - A T S S S AR S
1 r i T : : : i
i i :
1 i 5
E E ; 1 1
T 3T

Temps (seconds)

Fic. 2.1 — Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre.

La connaissance de K et T est donc suffisante pour identifier la fonction :

13
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- Le gain statique du systéme est calculé selon la formule suivante :

K = lims (t) (2.2)

t—o0
- La constante de temps est calculée selon 'une des trois possibilités suivantes :
s7(0) =

trsp, = 3-T (2.3)
s(T)= 063-K

i

En cas de difficulté pour tracer la tangente a l’origine comme illustré dans la[Figure 2.2]
on utilise :
Pour un systeme du 1¢" ordre, la tangente a la courbe & un instant ¢;quelconque coupe

I'asymptote de s(t) en un point situé 7" plus loin, a cette fin la tangente est donnée par :

K ¢
s°(t) = T e T (2.4)
L’équation de la tangente est de la forme :
K ¢
y:Twa_T%t +0b (2.5)

Au point de contact entre la tangente et la courbe, on peut écrire :

t1

K _u
o T'f1+b=K-(1—e‘T>-b (2.6)

D’ou :

b=K - {1 - (tl;T) -e—?} (2.7)

L’équation de la tangente est donc :

K t t T t
y—T-e_Tl+K~[1—<1; >'6_%1 (2.8)

L’intersection avec I’asymptote de s(t)est obtenue pour y = K, alors :

t=1,+T (2.9)

14
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La réponse indicielle

Amplitude

-----------------------------------------------------------------------

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

T 11 Temps(seconds)

F1G. 2.2 — Réponse indicielle d’un systéme du 1¢" ordre (deuxiéme version).

2.3.2 Systéme du 2°"“ordre

2.3.2.1 Systéme apériodique

Les notions permettant ’identification compléte des systémes du 2°"ordre apério-
dique, présenté par l'allure dans la dépasse le cadre de ce cours. Aussi, elle ne

pourra donc étre qu’approximative. La réponse indicielle est exprimée par :

s(t) = TII_(TQ : [TI : (1 —e*%) ~ Ty (1 - e*%ﬂ (2.10)

Le tracé obtenu résulte de la différence de deux fonctions dont leurs dérivées a ’origine

sont égales :

si(t) = Tll_(Tz ' [Tl ' (1 N G_T%ﬂ (2.11)

so(t) = Tlf_(TQ - [T2- (1 - e*%)} (2.12)

15
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Laréponse indicielle

T T pammnprns il T ™

----------------------------------------------------------------------------------

Amplitude

CEETY PP :

Temps (seconds)

F1G. 2.3 — Réponse indicielle d'un systéme du 2°7¢ ordre apériodique.

Sachant que Ty < Ti, on peut considérer qu’au dela du point d’inflexion, s;(t) repré-
sente a peu prés l'allure de s(t) et on peut alors déterminer 77 en utilisant la méthode
décrite pour les systémes du 1¢" ordre avec difficulté pour tracer la tangente a ’origine.
On détermine ensuite T5 en exprimant s(¢) pour une valeur de ¢ bien au dela de l'inflexion,

_t
alors e T2sera négligeable et s(t) étant prise s’exprime par :

Tl'e_Til

2.3.2.2 Systéme pseudo-périodique

s(t) = K - (2.13)

La réponse indicielle d’un systéme du 2°7¢ ordre pseudo-périodique est représentée
dans la ol E est connu; K est une constante donnée par I’asymptote. Le

premier dépassement permet de calculer z est donné par :

T _ 2T _ Z-T
D1:s<§):KE-<1+e v1722>—KE:KE-e Vi-z2 (2.14)
Sachant que la valeur % est mesurée directement sur le graphe, en conséquence, le

calcul de la pulsation w, est assuré via ’expression ci-dessous :

16



RAPPELS DES METHODES DE BASE EN AUTOMATIQUE CHAPITRE 2

2.7 2.7
W=—=—2w=wy V]I —22 —=wyg= ————— 2.15
T 0 0 T -1 — 22 ( )

La réponse indicielle

...........................................

-
m
]

Amplitude

|||||||||||||||||||||||
-------------------------------------------------------------------------------------

Temps (seconds)

F1G. 2.4 — Réponse indicielle d'un systéme du 2°¢ ordre pseudo apériodique.

2.4 Identification d’un systéme a partir d’une réponse
fréquentielle

Dans ce cas, l'excitation utilisée est sinusoidale définie par u = Asin(wt). De plus,
w qui balaye 1’espace des pulsations susceptibles peut contenir une pulsation de coupure,
notée par w.. En outre, ’amplitude et le déphasage de la sortie vis-a-vis de cette excitation
permetent de tracer le diagramme de Bode et ’analyse du systéme dans le plan fréquentiel
permet de déterminer le modéle mathématique désiré. Notant ici que les résultats obtenus
sont souvent difficiles a exploiter si les constantes de temps sont proches avec une bonne
excitation sur tout le spectre de fréquences. Généralement, l'identification & partir d’une
réponse fréquentielle n’est pas une commande industrielle classique et par conséquent elle
est difficile & mettre en ceuvre.

Exemple d’un systéme du 1 ordre :

17
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CHAPITRE 2

La pulsation de coupure w, est obtenue graphiquement & partir du diagramme de phase

pour un déphasage de =*. Dans ce cas, la constante de temps 7" est alors déterminée par

I'inverse de cette pulsation et le gain statique K est obtenu a partir de la limite du gain

de G4p lorsque w — 0, d’ott K = 10(Ga5/20) ot T = wi

Anplitude (dB)

Phase (deg)

c

Diagramme de Bode

R I TTTT T T T T TTTT T
' o e ' [ R R A '
G Lo ' [ [ I
[N e, ' [ [ '
: L o R :
i e " I Lo
! ' a ' [ Vo [
! o a ' [ Vo [
! ' a ' [ Vo [
| W A [
____________________ S B
! i i ' CT ] ]
! ! [N [ Vo [
i i N A Lo
i i ML Lo
! ! T 1 v [
! ! Py Vo [
Vo ! P e Lo
I [ ] I I |'P..|.+| [
! o ! ! [T T oo
. Ty SO U N AR A5 Y SRS RN S A 58 8 X RS S U 08 RN et ot T 11 =
10" 10 10° 10° 10*

Pulsation (rad/s)

Fic. 2.5 — Digramme de Bode d'un systeme du 1" ordre .

Ainsi nous obtenons :

K =10% ~ 18 et T = 0.0l = H (P)

1.8

i 2.1
140.01-P (2.16)
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Chapitre 3

Principe d’ajustement du modéle

3.1 Identification des modéles paramétriques

Ce chapitre considére la représentation paramétrique des systémes dynamiques sur
la base des mesures entrées-sorties. Les méthodes paramétriques présentent un avantage
considérable quant au nombre de parameétres a identifier. Dans le cas d’une approche

paramétrique, la structure du modeéle doit étre spécifiée a priori.

Dans ce chapitre, 'identification des parameétres du modéle se fera sur la base d’un
critére d’écart entre des mesures expérimentales provenant du processus et une «simu-
lation» des équations constituant le modele (Figure 3.1)). Pour cela, il faudra choisir au

préalable :

la structure du modele (ou caractérisation du processus),

le critére de performance,

lalgorithme d’identification (c’est-a-dire la méthode de calcul des paramétres),

Le signal d’excitation w.
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n
_|_
—»  PROCESSUS >
y
+
Ym — eg
> MODELE —

—

0
— IDENTIFICATION |‘7CRITERE k—

Fic. 3.1 — Schéma pour l'identification des paramétres du modéle.

u: FEntrée(ajustable) ;

yp : Sortie du processus(non mesurable) ;
n:  bruit(inconnu) ;

y: Sortie bruitée(mesurée) ;

Ym : Sortie du modéle(calculable) ;

es 1 Erreur de sortie(calculable) ;

0 : Vecteur des parameétres estimés.

3.1.1 Modeéle linéaire par rapport aux parameétres

On cherche a identifier les paramétres d’un modele entrée-sortie linéaire (en temps

discret) sous la forme générale :

y(k) = G(q) - u(k) + H(q) - n(k) (3.1)

On fait généralement des hypothéses sur la structure du modele, c’est-a-dire sur la
forme des fonctions G(q), H(q). On parle alors de modéle hypothése. Un modéle-hypothése
traduit le fait que l'on fait une hypothése sur la structure du systéme (ordre, retard, etc.)

et sur le type de bruit (bruit de sortie, bruit de boucle, etc.).

20
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3.1.1.1 Modéle hypothése ARX (AutoRégressif a variables eXogénes)

Ce modele, appelé aussi “FEquation Error Model Structure” en anglais, il est représenté

souvent sous une forme plus compacte :

A(q) - y(k) = B(q) - u(k) + n(k) (3:2)
Alg)=14a1-q¢ ' +ag- ¢+ +ana-q ™ (3.3)
B(g)=bi-q by g+ A b g™ (3.4)

Ou:

n(k) : appelé généralement bruit de boucle.

n(k)
_|_
+ 1 |
u(l)—> B(q) < > A »y(k)

F1G. 3.2 — Modeéle hypothese ARX.

3.1.1.2 Modéle hypothése ARMAX (AutoRégressif & Moyenne Ajustée et a

variables eXogénes)

Ce modeéle est souvent donné sous une forme plus compacte comme suit :

Alq) - y(k) = B(q) - u(k) + C(q) - n(k) (3.5)

Avec :
Alg)=14a ¢ ' +ay-¢ '+ Fan-q" (3.6)
Blg)=br-q ' +by-q '+ 4 bpa-q ™ (3.7)
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Clg)=ci-q +ea g+t cpe- g™ (3.8)

n(k) =——p @ '
A(q)
B(q) + X

u(k) > > » y(k)
A(q) ’

Fic. 3.3 — Modeéle hypothese ARMAX.

3.2 Minimisation du critére d’ajustement et calcul

de la solution optimale

Le probléme d’identification paramétrique peut étre étudié dans un cadre plus général

avec la méthode de 'erreur de sortie ou ’erreur de prédiction.

3.2.1 Meéthode basée sur ’erreur de sortie

Le principe de cette méthode d’identification est illustré sur la [Figure 3.4l Le modele
est une fonction de n paramétres . Il s’agit alors de déterminer les parametres 6 tels que le
critére soit minimum. Le critére est en général choisi sous forme d’une erreur quadratique

moyenne donnée par :

J(0) = %ZeQ(K) (3.9)

La recherche des paramétres optimaux 3 se fait par la résolution d’un probléme d’op-
timisation non linéaire. Il s’agit donc de résoudre ce probléme par un algorithme d’opti-
misation adéquat. Parmi les algorithmes les plus utilisés, on peut citer :

— Gradient

— Quasi Newton

— Nelder et Mead
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— Algorithmes génétiques

— Recuit simulé

—> SYSTEME

TVYi g
CRITERE

o~

— Y

—> MODELE,
L

F1G. 3.4 — Principe d’identification foncée sur 'erreur de sortie.

3.2.2 Méthode basée sur ’erreur de prédiction

Dans ce cas, la sortie du modeéle est assurée par un prédicteur optimal. Ce dernier a
pour but de prédir la sortie prédite & 'instant k en fonction des données d’entrée-sortie
réelles suivantes : u(k — 1), u(k — 2),...,u(k —nb), y(k — 1),y(k — 2),...,y(k — na). Le
principe de cette méthode peut étre illustré par la comme suit :

—> SYSTEME

Yi

= FRITERE

—

Yi

MODEL

Fic. 3.5 — Principe d’identification foncée sur I'erreur de prédiction.

Cette méthode est basée sur les trois étapes suivantes :
— Choisir la structure du modeéle du systéme. Le choix de la structure dépend des

hypothéses sur 'ordre du modele du processus et la nature du bruit.
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— Définir le prédicteur de la sortie en relation avec la structure du modéle. Le pré-
dicteur est une fonction des parameétres du modele a identifier (f inconnu) et des
signaux d’entrée et sortie.

— Minimiser 'erreur de prédiction avec une méthode numérique. Aprés avoir défini
le prédicteur pour la structure choisie, on obtient 'erreur de prédiction e(k) =
y(k)— ﬁ(k;) qui est une fonction du vecteur des parameétres a identifier §. On obtient
ainsi un probléme d’optimisation numérique dont le critére a minimiser est la norme

2 de lerreur de prédiction :

2 = arg meinJ (0) = lE:GQ(K) (3.10)

K=1
Exemple : identification paramétrique utilisant le modéle ARX
La détermination de ce modeéle est assurée via la minimisation de I’erreur de prédiction

définie comme suit :

e(k) = y(k) —y(k) = y(k) = (B(q) - u(k) + [1 = Alg)] - y(k)) (3.11)

. A . . . . .
Dans ce cas, le prédicteur y(k) est particulierement simple a calculer, car il définit une

régression linéaire que 'on écrit généralement sous la forme :

y(k) = 7 (k) - 0 (3.12)

Avec :
U(k)=[-ylk—1)... —y(k —na) u(k —1)... —u(k — nb)]" (3.13)
0 =1[ar...anabi.. by" (3.14)

3.3 Forme matricielle de la méthode des moindres-

carrés

Nous recherchons le vecteur de paramétre 6 qui minimise J. Etant donné que le critére

est quadratique et qu’il est donné par :
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J=@y-0"0) - (y-v"-0)" =y-y" =0T V.y—y" V" H4+6" V.- 0.0 (3.15)

A
Dans ce cas, le vecteur optimal 6 est obtenu par la condition nécessaire d’optimalité,

donnée par :

d.J
— ,=0=-2-V.y+2.-0.9".9=0 (3.16)
00 jo=0
D’ou 'on en déduit :
A -1
= (T -¥") - U.y (3.17)

Il reste & vérifier que cet optimum représente le vecteur minimisant le critére précédent.
Pour cela, on doit passer par la vérification de la condition suffisante qui représente ici la

matrice Hassienne. Elle est donc définie par :

2
27‘2] ,=0=2.7.0" >0 (3.18)
/0=0

A
0 est un vecteur minimum si et seulement si la matrice Hassienne est définie positive.
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Chapitre 4

Analyse de la méthode des

moindres-carrés

Un estimateur est une valeur 2 calculée sur un échantillon tiré au hasard. Dans ce
cas, /0\ est une valeur aléatoire possédant une espérance F [19\] et une variance Var[jﬁ\] )
On comprend alors que sa valeur puisse fluctuer selon 1’échantillon. Elle a de treés faibles
chances de coincider exactement avec la valeur 6 qu’elle est censée représenter. L’objectif

A
est donc de maitriser I’erreur commise en prenant la valeur 6 pour celle de 6.

4.1 Biais d’estimation

En statistique, le biais (ou fonction de biais) d’un estimateur est la différence entre la
valeur attendue de cet estimateur et la valeur réelle du parameétre estimé. Un estimateur
ou une régle de décision avec un biais nul est appelé non biaisé. Sinon, I'estimateur est
dit biaisé.

Alors :

A A A
Si 0 est I'éstimateur de 6, Bais(0) = E[0] — 0 (4.1)
L’erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error en anglais) est ’espérance du

carré de l'erreur entre la valeur vraie et sa valeur estimée :

A A
MSE(6) = E((6 — 0)?) (4.2)

Rappels :

26



ANALYSE DE LA METHODE DES MOINDRES-CARRES CHAPITRE 4

En théorie des probabilités, I’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle
est, intuitivement, la valeur que l'on s’attend & trouver, en moyenne, si ’on répete un
grand nombre de fois la méme expérience aléatoire. Elle se note E(X) et se lit “espérance

de X.

4.2 Variance de ’estimation

La variance mesure dans quelle mesure un ensemble de données est étalé. La défini-
tion technique s’énonce ainsi : “La moyenne des différences quadratiques par rapport a
la moyenne”, mais tout ce qu’elle fait est de vous donner une idée trés générale de la
propagation de vos données. Une valeur de zéro signifie qu’il n’y a pas de variable ; Tous
les nombres dans ’ensemble de données sont les mémes.

Soit X1, X, ..., Xp, on a n point de données (Variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées) d’une distribution F' (distribution Fisher—Snedecor), I'estima-

A
teur 6 de 6 est une fonction de X, Xo,..., X, :

A
Hn:g(Xl,Xg,...,Xn) (43)

Alors, 'estimateur de la variance de ’échantillon de la loi gaussienne :

n

1

52 = — 1; (X; — Xpnoy)” = E (S?) = o? (4.4)
Ou
1 n
Xmoy = 5;)(@ (45)

4.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

Le principe du maximum de vraisemblance est relativement simple. Comme aupara-
vant, nous commengons avec un échantillon x = (x1,2s,...,z,) de variables aléatoires
choisies selon une famille de probabilités Py. En outre, f(z/0), v = (v1,%2,...,%,) sera
utilisé pour désigner la fonction de densité pour les données lorsque 6 est le vrai état de

la nature.
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A

Ensuite, le principe de maximum de vraisemblance donne un choix de I'estimateur ¢
rend les valeurs des parametres comme des données observées les plus probables.

Alors, la fonction de vraisemblance est la fonction de densité considérée comme une

fonction de 6 :

[(0/x) = [ (x/0) (4.6)

L’estimateur du maximum de vraisemblance :

2 = arg mgxl (0/x) (4.7)

Nous apprendrons que, surtout pour les grands échantillons, les estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance ont de nombreuses propriétés souhaitables, notamment pour les
grands échantillons. Cependant, en particulier pour les données de grande dimension, en
particulier, la probabilité peut avoir de nombreux maxima locaux. Ainsi, trouver le global
du maximum peut étre un défi informatique majeur.

Cette classe d’estimateurs a une propriété importante. Si g(:z:)est une estimation du
maximum de vraisemblance pour 6, alors g(g(m))est une estimation du maximum de vrai-

semblance pour ¢(f). Par exemple, si 6 est un paramétre pour la variance et 6 est le

maximum estimateur de vraisemblance, alors \/g est l'estimateur du maximum de vrai-
semblance pour I’écart-type. A noter ici que la flexibilité dans ce critére d’estimation n’est
pas disponible dans le cas des estimateurs sans biais.

Typiquement, en maximisant la fonction de score, En [ (0/z), le logarithme de la
vraisemblance, sera plus facile. L’existence des valeurs de parametres en tant qye variable

d’intérét peu inhabituelle.

4.4 Rejet des mesures aberrantes

Une valeur aberrante dans un ensemble de données peut étre définie comme étant
une observation (ou un ensemble d’observations) qui semble étre inconsistante avec le
reste des données. Dit d'une autre maniére, il y a une valeur aberrante lorsque 'une ou
I’autre parmi les observations d’un ensemble de données, détonne ou n’est pas en harmonie

avec les autres observations. Ce qui caractérise la valeur aberrante, c’est son impact sur
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I’observateur.

Soit 1, xg, ..., x, , un échantillon aléatoire uni varié de taille n, provenant d’une dis-
tribution F', et soit x(1),x(2),...,2(n) les données ordonnées dans l'ordre croissant. Les
valeurs x(1) et x(n) sont respectivement ,par définition, I’observation extréme inférieure
et supérieure. Le fait de déclarer qu'une observation extréme est une valeur aberrante
dépend de la maniére avec laquelle elle apparait en fonction du modele F'.

Par exemple :

Dans la [Figure 4.1](a), ni la valeur (1), ni z(n) ne semble correspondre & une valeur
aberrante. Par contre, dans la[Figure 4.1(b), z(n) est une valeur aberrante supérieure ou

située au niveau de la queue droite de la distribution.

E
VE VE VE+VS VE+VA
v Vi AV ARV VAN AV VLV kY »
El LA EAS E i FAY CANEAS
X(1) X(n) X(1) X(n)
(a) (b)

F1G. 4.1 — Exemple de valeurs aberrantes.
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Chapitre 5

Moindres-carrés récursifs

5.1 Principe du calcul récursif

L’estimation des parameétres par la méthode des moindres carrés simples présente un
inconvénient majeur, a savoir la nécessité de calculer I'inverse d’'une matrice, ce qui est
long et parfois impossible sur un microcontroleur.

Les avantages d’une formulation récursive tiennent essentiellement en deux points :

— La possibilité de traiter un plus grand nombre de données que dans le cas de la
formulation directe (pas de pseudo-inverse & calculer), notamment dans le cas de
I'implantation sur un microcontroleur.

— Dans le cas des systémes variants dans le temps, la forme récursive permet de
“suivre” les parametres du systéme. Dans ce cas, 'identification en ligne est géné-
ralement suivie d’'une commande qui elle aussi “s’adapte” aux paramétres courants,
on entre alors dans le domaine des commandes auto-adaptatives qui dépassent le

cadre de ce cours.

Notons, qu’en vue d’une implantation sur ordinateur, l{Equation 3.17 peut étre trans-

formée sous forme récurrente. En considérant les mesures jusqu’a U'instant k et avec les

notations suivantes similaires a celles de 11Equation 5.1 :

L{Equation 3.17| donne :
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k
A
Op = Pr- Y U (i) -y (i) (5.2)
i=1
. ~1
Pe= Y07 (i) - W (i) (5.3)
i=1
En général, le vecteur de paramétres a 'instant k£ 4 1 peut s’écrire :
A A . A
Opr1 =0k + Pry1 - ¥ (k+1)-{y(k+1)—\11(k+1)-9k (5.4)
PlL=P"+ 0" (k+1) U (k+1) (5.5)

5.2 Mise en ccuvre de la méthode récursive

Pour éviter I'inversion de la matrice Py ;a chaque itération, on peut utiliser le lemme
d’inversion matricielle. Selon ce lemme soient A, C et C~!' + D - A~! . B des matrices
inversibles, alors :

1

(A+B-C-D)'=A"'—A B [C'+D-A"- B -D-A"! (5.6)

Prenons A= P, ', B=UT(k+1),C=1et D=V (k+ 1), alors on obtient :

P -V (k+1)- 9 (k+1)- P

P =P, —
TR S (k+1)- B - UT (k4 1)

(5.7)

Cette équation a ’avantage de ne pas nécessiter I'inversion d’une matrice, mais uni-
quement celle d’un scalaire.
Il existe deux fagons d’initialiser la récurrence :
A
— des valeurs initiales sont fixées, généralement 6, = 0 et Fy = o - [ ol « représente

un tres grand scalaire (par exemple o = 10000) et I la matrice unité,

— la récurrence commence a Uitération p 4+ 1 (si 'on estime p parametres) avec :

A
~1
O =V, -y, et P,= [0, - 0] (5.8)
Il est utile de mentionner qu’il existe d’autres formules récurrentes, équivalentes a celles
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présentées ci-dessus, mais qui sont mieux adaptées pour les calculs numériques (équations
“stabilisées” , équations “factorisées”). Elles sont cependant moins didactiques et ne sont
pas données ici.

Par rapport a lalgorithme batch (ou par paquet) des moindres carrés donne ¢ a

1'Equation 3.17], identification récurrente offre les avantages suivants :

— estimation du modele en temps réel,

— compression importante des données, car I’algorithme récurrent traite a chaque ins-
tant une seule paire entrée/sortie au lieu de I'ensemble des données,

— exigence mémoire et puissance de calcul plus faibles,

— implantation aisée sur microprocesseur.

5.3 Facteur de pondération

On rappelle que I’équation de 'erreur de prédiction est donnée par :

e=y—U".0 (5.9)

Cette équation matricielle comporte N lignes. Toutes les erreurs de prédiction ne
doivent pas nécessairement avoir la méme importance dans le critéere quadratique. Il est

possible de les pondérer, par exemple, comme suit :

ew =W [y—U".0 (5.10)

W est une matrice de pondération de dimensions (N x N).

Les éléments de ey, se calculent a partir des éléments de W et de e de la maniére

suivante :

ew (i) => Wi -e()) i=1,..,N (5.11)

Aprés minimisation du critére quadratique, le vecteur des parameétres estimés de

1IEquation 3.17] devient alors :

A
0= (U-wr-w-u0) " w.wT Wt (5.12)
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5.4 Facteur d’oubli

Un critere de choix indique que des mesures plus anciennes possédent une influence
réduite dans le calcul des parameétres actuels. Pour cette raison, I'influence des mesures

plus anciennes est artificiellement réduite par l'introduction du facteur d’oubli A, par

exemple :
AN 000
wh.w = 0 . 0 | avec:A<1(souvent:0 <\ <0.99) (5.13)
0 0 X

A partir de I[Equation 5.12| et 1[Equation 5.13] on obtient :

eAk =D - Z TT (i) - Ay (4) (5.14)

La matrice Py, se calcule de facon récurrente comme suit :

Plli=XP 49" (k+1)-U(k+1) (5.15)

L’introduction d’un facteur d’oubli permet d’éviter une diminution trop rapide des
éléments de la matrice Py, ce qui résulterait en un gain Py, - U7 (k + 1) faible et ainsi
en une correction trop petite de HAk En suivant la méme démarche pour I'algorithme des
moindres carrés récurrente et le lemme d’inversion matricielle, on obtient la formulation

suivante avec le facteur d’oubli :

1 P -9 (k+1)- 9 (k+1)- P
Poy1=~- | Py — 1
TN [‘“ 1+ (k+1)-P,-97 (k+1) (5-16)
A A T A
Opsr = 04 + Popy - U7 (k+1) - [y(k:ﬂ)—xp(kﬂ).ek] (5.17)

L’introduction du facteur d’oubli A permet également d’identifier des parameétres qui
varient lentement dans le temps. Un A plus petit permet une meilleure “poursuite” de
parametres variables, alors qu'un A plus grand permet une meilleure élimination des per-
turbations par effet de lissage.

Exemple :
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Soit un systéme de premier ordre donné par :

y(k)+ag-y(k—1) =b - u(k — 1) + eo(k) (5.18)

Avec 0y = [ag by| les vrais parametres du systeme, u(k) Pentrée spécifiée, y(k) la sortie
mesurée et eg(k) un bruit blanc de moyenne nulle. Remarquons que dans cet exemple,
eo(k) ne correspond pas au traditionnel bruit additif sur la sortie (“bruit de sortie”), mais

plutot a un “bruit d’équation” blanc.

L’objectif est d’estimer le vecteur de parameétres 6 sur la base des séquences d’entrée et
de sortie u(k) et y(k). La minimisation du critére quadratique basée sur l'erreur d’équation

sera utilisée.
Systéme stationnaire sans facteur d’oubli :

Le cas d’'un systéme stationnaire est d’abord considéré : 6y = [0.5 0.5)7.

La [Figure 5.1 représente 'entrée u(k) excitant le systéme et la [Figure 5.2 représente

la réponse bruitée y(k).

1.3 ! : | : :

e e e

i i i i
0 100 200 300 400 200 600

Fic. 5.1 — Signal d’entrée.
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F1G. 5.2 — Réponse bruitée.

A .
Pour 6,=[0 0]" et P = I, 1{Equation 5.3

et

1

Equation 5.4

permettent d’estimer les pa-

rametres du systéme (voir [Figure 5.2)) et la matrice P appelée communément la matrice de

covariance de ’erreur d’estimation. On remarque ici que les paramétres estimés convergent

rapidement vers les vraies valeurs et que les éléments de la matrice P (Py; = Py; = 1000

puisque la matrice P est symétrique).

| I
300 400

1
500 600

F1G6. 5.3 — Parameétres estimés sans un facteur d’oubli.
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Systéme stationnaire avec facteur d’oubli :

Pour le systéme stationnaire précédent, 'utilisation d’un facteur d’oubli ( A =
0.97,0.9,0.8) permet de conserver un gain suffisamment important pour suivre la va-
riation des parameétres. Les éléments de P sont toujours les ceux utilisés précédemment
(grace & A < 1) lorsque l'excitation du systéme est faible. Mais, comme auparavant, ils

diminuent rapidement lorsque le systéme est fortement excité.

o 100 200 300 400 500 600

(1] 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.5 — Parametres estimés avec un facteur d’oubli (A = 0.90)

36



MOINDRES-CARRES RECURSIFS CHAPITRE 5

o 100 200 300 400 300 600

F1G. 5.6 — Parameétres estimés avec un facteur d’oubli (A = 0.80)

Systéme stationnaire sans facteur d’oubli avec variation de la matrice P :

1. P> 1000 :

o 100 200 300 400 500 600

Fic. 5.7 — Parametres estimés sans un facteur d’oubli pour P = 1100
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0 100 200 300 400 500 600

Fic. 5.8 — Parametres estimés sans un facteur d’oubli pour P = 1500

ol |
) T T S R .
0 |
M S e :
e T |
o i i i i i
0 100 200 300 400 500 G600

Fic. 5.9 — Parametres estimés sans un facteur d’oubli pour P = 5000
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1. P <1000 :

— o
—b
s i
-0.5 J__ """""""""""""
- | | i | 1
0 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.10 — Parameétres estimés sans un facteur d’oubli pour P = 500

_0.5 i i ] I I
0 100 200 300 400 500 600

Fic. 5.11 — Parameétres estimés sans un facteur d’oubli pour P =1

39



MOINDRES-CARRES RECURSIFS CHAPITRE 5

Systéme stationnaire avec facteur d’oubli et avec variation de la matrice

P:

1. P > 1000 :

"o 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.12 — Paramétres estimés avec un facteur d’oubli (A = 0.97) pour P = 1100

| | | | |
0 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.13 — parameétres estimés avec facteur d’oubli (A = 0.97) pour P = 5000
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2. P <1000 :

o 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.14 — Parametres estimés avec un facteur d’oubli (A = 0.97) pour P = 500

"o 100 200 300 400 500 600

F1G. 5.15 — Paramétres estimés avec un facteur d’oubli (A = 0.97) pour P =1

En comparant le comportement des éléments de P dans les figures précédentes, on

remarque que :
- Comme le gain d’adaptation reste suffisant ;

- L’algorithme peut ajuster correctement la valeur des parametres.
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TP1 : Prise en main de SIMULINK

1. LES OBJECTIFS DE CE TP

- Maitriser en main le logiciel de simulation SIMULINK de Matlab ,
- Simuler et de comparer les performances d’un systéme en boucle ouverte et en boucle

fermée.

2. PRESENTATION DE SIMULINK
SIMULINK est une extension du logiciel Matlab. C’est un logiciel de simulation des
systémes dynamiques munis d’une interface graphique qui facilite les deux phases
d’utilisation du logiciel :

- Saisie du modéle,

- Simulation du modéle.

3. SIMULATION D’UN SYSTEME EN BOUCLE OUVERTE VERSUS
BOUCLE FERMEE
Ouvrez un nouveau document et construisez un modeéle pour avoir la réponse a un
échelon en BO (Boule Ouverte) et en BF (Boule Fermée) d'un filtre du premier

ordre ayant la fonction de transfert suivante :

10
60-P+1

Le schéma-bloc doit avoir la forme de celui présenté sur la figure ci-dessous :

BB 1B
60s+1

Step BO Scope
i 60s+1

_n—l To Workspace
BF
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Les éléments de ce schéma-bloc sont :

Step : se trouve dans Sources, générateur de 1’échelon. Choisissez la date 0 et d’ampli-

tude 1.

Transfert fen : se trouve dans Continuous. Permet de définir une fonction de trans-
fert. Changez les paramétres pour qu’elle corresponde a la fonction de transfert

demandée.

Muz : se trouve dans Signal routing. Permet de multiplexer plusieurs signaux dans
un fil. Si on veut avoir 'entrée (échelon), la sortie en BO et en BF dans le méme

graphique, il faut avoir 3 entrées au Mux.

Sum : se trouve dans Math Operations. Permet de réaliser le comparateur. Il faut

choisir les signes + et —.

Scope : se trouve dans Sinks. C’est un scope rudimentaire pour avoir rapidement un

tracé des courbes.
L’icone permet d’adapter automatiquement les échelles.

ToWorkspace : se trouve dans Sinks. Permet de récupérer le résultat de la simulation
dans une variable exploitable sur Matlab (ligne de commande). Paramétrez ce bloc

pour avoir le résultat au format array.

4. TRAVAIL DEMANDE

a- Lancez la simulation.

b- Pour avoir un tracé exportable et imprimable, tapez dans Matlab (commande
en ligne) l'instruction : plot(tout,valeurs) ou valeurs est le nom de la variable
entrée dans le bloc To Workspace. La variable tout est le vecteur qui contient

les temps des points de calcul de la simulation.
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TP2 : Simulation d’un systéme décrit par 1’équation
d’état
1. Systéme mécanique

L’équation d’état d’un systéme Masse-Ressort-Amortisseur est la suivante :

° T 0 1 T 0
X=ol=| « o+1~F(t)
T M M T i

X
=[]
A

Masse (M = 1.0kg),
Constante de rappel (K = 1.0N/m),
Constante d’amortissement (b= 0.2Ns/m),

La force d’entrée (F = 1.0N).

a- Entrer le modele d’espace d’état en MATLAB “ou la commande principale utilisée

est : ss”.

b- Entrer le modéle d’espace d’état en Simulink “a ’aide le bloc state-space trouvé en

continuous”.

c- Donner la réponse indicielle de ce systéme.
2. Systéme électrique

Trouver la représentation d’état du circuit ci-dessous, et modéliser en Matlab puis

Simulink ce circuit en donnant la réponse indicielle ?

R

V(i) i L
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Alimentation (V = 10V olt),
Reésistance (R = 40012),
Inductance (L = 10H),
Capacité (C' = 100pF).
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TP3 : Identification non paramétrique par la méthode
de Strejc

1. Présentation de la méthode

Cette méthode peut s’appliquer aux systémes dont la réponse indicielle ne présente

pas de dépassement. On identifie & une fonction de la forme :

K.e P

Les parametres a identifier sont donc : le gain statiqueK, le retard r, la constante de
temps 7 et 'ordre n.

Pour identifier le systéme, la méthode peut se décomposer en :

Le gain statique est mesuré directement par la valeur finale de la sortie. Celle-ci vaut
K - Ey ou Ej est 'amplitude de I’échelon d’entrée.

On trace la tangente au point d’inflexion I pour déterminer deux valeurs : T, et T,
“voir la figure pour la mesure de ces deux temps”.

Dans la colonne T,/T, du tableau trouver la valeur immédiatement inférieure a ce
rapport.

Sur la ligne de ce ratio déterminer n.

Toujours a 'aide des valeurs numériques de cette ligne, calculer 7 avec %

Calculer la nouvelle valeur de T}, = % .

En déduire r avec r =T, — 1,,.

Méthode de Strejc : Réponse indicielle
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n | Ty/Ta | Tu/7 | To/T
1 0 0 1

2 | 0.104 | 0.282 | 2.718
3 | 0.218 | 0.805 | 3.695
4 | 0.319 | 1.425 | 4.465
5 | 0.410 | 2.1000 | 5.119
6 | 0.493 | 2.811 | 5.699
7 | 0.570 | 3.549 | 6.226
8 | 0.642 | 4.307 | 6.711
9 | 0.709 | 5.081 | 7.164
10 | 0.773 | 5.869 | 7.590

Tableau de Strejc

2. Travail a faire

Considérons un systéme de 3"“ordre caractérisé par sa fonction de transfert suivante :

1
(P+1)(P+4)(P+5)

a- Faire la construction graphique permettant de déterminer les parameétres : le gain
statique K, le retard r, la constante de temps T et l’ordre n pour obtenir le modéle

de Strejc.

b- Tracer la réponse indicielle du modéle et la superposer sur celle du systéme dans la

méme figure.

c- Calculer 'erreur entre la réponse du systéme et celle du modéle.

Code source Matlab (courbe+la tangente dans le point d’inflexion) :

cle ;clear all; close all

s=tf(’s’) ; H=1/((s+1)%(s+4)*(s+5)); [y.t/=step(H)

dly = gradient(y,t); % La premiére dérivée numérique

d2y = del2(y,t); % La dérivée2 numérique

t_infl = interp1(dly, t, maz(dly)); % Trouver ‘t’ au maximum de la premiére dérivée

y_infl = interpl(t, y, t_infl); % Trouver ‘y’ au maximum de la premiére dérivée
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slope = interpl(t, d1y, t_infl); % Pente définie ici comme maximum de 1 dérivée
intept =y _infl - slope*t_infl; % Calculer 'interception

tngt = slope*t + intept; % Calculer Ligne tangente

figure(1)

step(H)

hold on

plot(t, tngt, 'r’, Line Width’,0.5)

hold off

grid on,azis([0 7 0 0.1])
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TP4 : Identification non paramétrique par la méthode

de Broida

1. Présentation de la méthode

Le modele proposé pour approcher le comportement du systéme est un premier ordre

avec un retard pur. Sa fonction de transfert est :
K.emP
1+7-P

Le gain K est déterminé comme dans la méthode de Strejc avec la valeur finale de la

sortie.

Soient t; et ty les temps au bout desquels la réponse expérimentale atteint respec-

tivement 28% et 40% de la valeur finale. On va simplement résoudre le systéme donné

par :
s(t
s(t
KF)EO =040 = t3—r=0.510-71

La résolution de ces équations donne :

T=25>5" (tg —tl)

T:28t1—18t2

KEO 7 IRERERE

1 t2 t

Méthode de Broida : Réponse indicielle
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2. Travail A faire

Considérons un systéme de 3““ordre caractérisé par sa fonction de transfert suivante :

1
(P+1)(P+4)(P+5)

a- Faire la construction graphique permettant de déterminer les parameétres : le gain

statique K, le retard r et la constante de temps 7 pour obtenir le modéle de Broida.

b- Tracer la réponse indicielle du modéle et la superposer sur celle du systéme dans la

méme figure.
c- Calculer l'erreur entre la réponse du systéme et celle du modele.

d- Comparer le modéle de Broida et le modele de Strejc.
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TP5 : Identification paramétrique par la méthode des

moindres carrés

1. Identification d’un systéme modélisé par la méthode ARMA

— Introduction
La méthode Autorégressive & Moyenne Mobile Ajustée ARMA utilise un modéle
de représentation trés universel, traduisant une relation entrée-sortie du processus
du type récurrence en tenant compte d'un éventuel retard. L’ajustage des coef-
ficients se fait par la mesure des signaux entrée-sortie sur le processus réel pour
une large gamme de signaux d’entrée.
Le modeéle de comportement défini dans la méthode ARMA est du type discret :
Ce choix facilite son utilisation dans les algorithmes de commande complexes qui
seront établis sur une machine numérique. De plus, la simulation des résultats
(validation du modele) est directement effectueé a l'aide du calcul numérique.
Tandis que 'ajustement des parameétres du modele se fait par une méthode de
moindres carrés récursifs, ce qui minimise la taille des données intervenant dans
les calculs. Cette technique permet en plus de modéliser des systémes dont les
parameétres évoluent dans le temps : le modeéle suit ces variations avec un effet de
"filtrage" réglable.

— Le modéle ARMA
Le modele ARMA correspond & une fonction de transfert discréte développée sous
forme d’une récurrence qui établit une relation linéaire entre la suite des entrées

{u(k)} et celle des sorties modélisées {y,,(k)} de la forme :
ao - Ym(n) + -+ ap - ym(n —p) =bo - u(n) +---+ by - u(n — q)

2. Ajustement des paramétres du modéle ARMA

L’identification des coefficients du modéle ARMA s’appuie sur I'observation des si-
gnaux u(t) et y(t). Il est & remarquer que la forme du signal u(t) n’intervient pas directe-
ment dans la phase d’identification, contrairement aux méthodes qui s’appuient sur une
excitation particuliere du systéme (impulsion, échelon, SBPA,...).

— Méthode des moindres carrés
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La méthode la plus utilisée pour déterminer les parameétres a; et b; de ce mo-

déle consiste a évaluer 1’écart quadratique moyen entre la sortie réelle du processus

{y(k)}et celle du modele {y,,(k)} et a ajuster les paramétres du modeéle pour mini-

miser cet écart quadratique.

La sortie ¥, du modéle a I'instant &, connaissant la suite des entrées, peut s’écrire

(en supposant que ag =1 ) :

Ym(n) = —a

L ym(n = 1) = ay - Ym(n —p) + by - u(n) + -+ + by - u(n — q)

Soit v ’écart entre la sortie réelle y du processus et la sortie y,, du modeéle a 'instant

7

L’équation précédente devient :

yn)=—a-y(n—1)---—a,-yln—p)+by-u(n)+---+b,-u(n—q)+eln)

e(n)=—w(@{E)+a-vin—1)4 ...+ a,-v(n—p))

e(n) est appelé résidu ou erreur de prédiction. C’est 1’écart entre la sortie réelle et

la sortie prédite a l'instant k.

Supposons que l'on fasse N mesures successives sur le processus du couple entrée-

sortie. On peut écrire (N — p) fois I’équation précédente, 'ensemble des relations

est regroupé sous forme matricielle :

y (n)

y(p+1)

u(n—q) ai

—y (p) u(p+1—q) by

De la forme Y = H - 6 4 ¢ avec 6 vecteur des parameétres & estimer.

Remarque :
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Les équations peuvent s’écrire pour un instant n < p+ len affectant éventuellement
des valeurs nulles aux signaux u(j) et y(j) pour lesquels j < 0.

— Estimation des parameétres
La méthode d’estimation des meilleures valeurs des parameétres est la méthode des
moindres-carrés dont les étapes principales sont rappelées ici :
Pour estimer # mise un critére quadratique J somme des carrés des erreurs de

prédiction :
JO)=> ei=ee=(Y-H-0)" - (Y-H-0)
i=p+1

Le minimum de .J est obtenu en recherchant la valeur # qui annule les dérivées
partielles par rapport a chacune des composantes de 6 soit 0.J/00 = 0 et 'optimum

de 0 est donné par :

A 1
9= (H-H") -H"-Y

Le vecteur paramétre ainsi obtenu permet de définir les coefficients du modéle
ARMA du processus qui minimise I’erreur entre les sorties réelles et celle du modéle

au sens des moindres carrés.

3. Travail A faire

Prenons le cas d’un systéme du premier ordre, type réponse d'un circuit RC' a un

échelon de tension. Le modéle ARMA est donné par :

Ym (n) = —a-y(n—1) +b-u(n—-1)

avec :

a=—e "

b=K-(1—e ')

a- A l'aide des valeurs de u et y données, construire la matrice H pour environ 70 lignes.
b- Calculer le vecteur ¢ des paramétres identifiés par la méthode des moindres-carrés.

c- Comparer aux valeurs obtenues directement.
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d- Simuler le systéme obtenu et superposer le tracé graphique a celui de la réponse directe.

e- Comparer les différentes valeurs (la valeur finale et le temps de réponse) du systéme

et du modeéle obtenu.
Code utilisé pour la simulation :
cle ;clear all ;close all

%génération de mesure

Te=0.01 ;
t=0 :Te :0.7;
taux=0.1%

N=length(t);

br=rand(1,N);
y=1-exp(-t/tauz)+0.05%br;
%estimation des paramétres
H=[-y(1 :N-1) ones(1, N-1)/;
teta=inv(H'*H)*H *y (2 :N)’;
a=teta(1);

b=teta(2);
tauzest=-Te/log(-a) ;
kest=b/(1+a) ;

plot(t,y, r’,t,kest*(1-exp(-t/tauzest)),’d’) ;
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