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Résumé

Soit f:C — C une fonction multfiorme d'une variable complexe. L'objectfi de ce mémoire
est 'élimination de I'ambiguité de ce genre de fonctions et les rende unfiorme, pour cela on
utilise les surfaces de Riemann et la notion de coupure.
Mots clés:

Fonction multfiormes, Point de branchement, Coupure, Branche principale, surfaces de
Riemann.

Abstract

Let f:C— C be a multfiunction of a complex variable. The objective of this thesis is to
eliminate the ambiguity of such functions and how to search of a holomorphic branch. To
achieve this, we use Riemann surfaces and the concept of branch cuts.
Key Words:

Multivalued function, Branch points, branch cuts, Principal branch, Riemann surfaces.
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INTRODUCTION

Rappelons qu’en général, la définition d'une fonction fait qu’a une valeur de la variable cor-
respond une seule valeur au plus de la fonction (voir [B.C78]). Dans certains cas, cela n’est pas
tres naturel car l'usage des fonctions complexes n’est pas simple. Lors de la définition de telles
fonctions, on rencontre généralement des difficultés au niveau de la détermination de 'image non
unicité, défaut de continuité. On parle dans ce cas de fonction multiforme. Si la définition, par
exemple, de la fonction carrée 22, de la fonction inverse %, de la fonction exponentielle exp z, (voir
[B.C72]) etc. ne pose pas de problemes majeurs, il n’en va pas de méme, par exemple, avec les
tentatives de définition de la fonction racine carrée 1/z, la fonction logarithme complexe log z,(voir
[T.N97],[T.WO01]) etc. Considérons par exemple la fonction y/z sur I'ensemble des nombres com-

0+2k7) o1 1 est le module de z et

plexes C. Si z est un nombre complexe, on peut 1'écrire z = reil
fest un argument de z, défini a 2k pres. Lorsque k£ décrit ’ensemble des entiers relatifs Z, z reste
inchangé. Les racines carrées de z dans C sont alors z = /7’577 (voir [A.L14]). Supposons
que le nombre complexe z décrit un cercle ne contenant pas 1’origine, son argument augmente puis

revient a sa valeur initiale aprés un tour complet.

Par contre, si z décrit un cercle contenant 0, alors son argument augmente de 27, 2z reprend
donc sa valeur initiale mais, pendant ce temps, l'argument de la racine carrée choisie verra son

argument augmenter de 7. Au final, on retombe sur 'autre détermination de la racine carrée.

L’origine 0 qui pose ici un probleme, est appelé point de branchement ou de ramification pour
la fonction racine carrée, (voir [B.C90]). On est donc en présence d’une fonction multiforme, deux
images opposées. Si z est non nul, il existe deux valeurs possibles pour 1/z, et il n’y a pas de raison
de préférer 'une a 'autre. Laquelle choisir 7 Probleme a priori insoluble quel que soit le choix car
nous travaillons ici dans C. Les calculs faisant intervenir des fonctions multiformes sont parfois

lourds et compliqués.

Riemann a eu 'idée de transformer les fonctions multiformes en fonctions uniformes (un point

n’a qu’'une seule image), en modifiant le domaine de définition, (voir [E.R89], [Mir95]). Il recolle

vii
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pour cela contintiment plusieurs représentations du domaine de définition, les feuillets, et obtient
le concept de surface de Riemann(voir [O.F81], [B.C72]). Partant de diverses fonctions multiformes
sur C, on peut les rendre uniformes en remplacant leur domaine C par une surface de Riemann ;
c’est le procédé d'uniformisation. Quoi qu’il semble compliqué a priori de remplacer C par une
surface, on peut se dire que cette surface est le domaine naturel sur lequel la fonction est définie,
ce qui justifie son introduction. Parmi les problemes qui se posent, on ne peut pas définir de fagon
cohérente les opérations de calcul sur les fonctions multiformes ; par exemple que vaut (£+/z£+/2).
Sur la surface de Riemann de /2, cette complication n’existe pas. Plus précisément, pour remédier
a ce probleme, Riemann imagine un artifice redéfinissant 1’ensemble de définition des fonctions
complexes, on parle aujourd’hui de surfaces de Riemann sur lesquelles ces fonctions redeviennent
uniformes (nos fonctions usuelles; I'image est unique). Pour la fonction /z, on clone le plan
complexe que 'on représente par deux feuillets reliés entre eux par le demi-axe positif, appelé
coupure(voir [E.T09], [A.Y14]). Aucun cercle autour de 0 ne doit franchir cette coupure & moins

de passer d'un feuillet a 'autre ou inversement(voir [A.L14]).

Dans ces conditions, z ne reprendra sa valeur initiale qu’au bout de deux tours. Ayant fait le
choix d’une détermination de la racine carrée, celle-ci devient uniforme sur la surface de Riemann

(ici la sphere de Riemann), ce qui autorise alors la notation 4/z.

Lorsque Riemann introduit les surfaces qui portent son nom, il ne cherche d’ailleurs pas a étudier
des objets géométriques abstraits ; les surfaces de Riemann qu’il considérer sont celles définies par
une équation algébrique,(voir [Mir95]) ou plus généralement, les surfaces associées a des fonctions
multiformes. L’origine du probleme de 'uniformisation n’est pas I’étude des surfaces de Riemann,
mais I'existence de fonctions multiformes. Amenés a calculer les primitives de fonctions ration-
nelles dans le domaine complexe, les mathématiciens de la premiere moitié du XIX eme siecle
(en particulier, Abel et Jacobi) avaient déja été confrontés a des fonctions multiformes, la valeur
de la primitive f(z) = [Z %% n’est pas unique; elle dépend du chemin d’intégration(voirfAMOQ]).
Bien vite, 'existence de multiformité pour les fonctions analytiques est apparu au grand jour,
(voir[L.V53]). On sait qu'une fonction analytique est entierement caractérisée par sa restriction
a n’importe quel ouvert non-vide. Mais lorsque 'on cherche a étendre une fonction analytique
initialement définie sur un petit ouvert U, I'objet que I'on construit n’est pas une fonction au sens
moderne du terme, mais une fonction multiforme. Se débarrasser de ces phénomenes de multifor-
mité est vite apparu comme un probleme crucial c¢’est le but de 'uniformisation. Uniformiser, c’est

transformer les fonctions multiformes en fonctions uniformes.

Le noyau central autour du quel a été composé ce mémoire est pour éliminer 'ambiguité sur
les fonctions multiformes aux comment on choisi la branche principale et pour donner quelques
aspects généraux pour rendre les fonctions multiformes uniformes. Le mémoire comporte trois
chapitres plus annexe. Le premiere chapitre a été consacré a la théorie des fonctions d’une variable
complexe, Le deuxiéme contient une introduction au domaine assez vaste des surfaces de Riemann
aux des revétements et le troisieme comporte quelques méthodes pour uniformiser les fonctions

multiformes.
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET DEFINITION

Commencons par des rappels nécessaires concernant les fonctions d’une variable complexe.
Plus précisément, on donne quelques notions sur la différentiabilité, les transformations conformes,
I'intégration d’une fonction holomorphe, et a la fin de ce chapitre on pose le probleme que nous

traiterons dans ce mémoire.

1.1 Topologie de C

Les références de cette section sont ; [B.C90],[B.C78],[L.V53].

Métrique sur C

Puisque C est isomorphe a R?, on utilise sur C la distance Euclidienne. Donc, pour les nombres

complexes z; = w1 + iy; et 2o = x5 + 1y2 on définit la distance sur C par :

d(z1,29) := \/(:cl —29)2+ (y1 — y2)? = |21 — 22| (1.1)

(C,|.]) est un espace métrique complet (espace de Banach). Avec la notation (ll:l!) ’équation du

cercle de centre a et de rayon r est définie par
|z —a|=r
Autrement dit ’ensemble des points sur ce cercle est

Cla,r)={2€C:|z—a|=1}



Rappels et définition Rappels et définition

Ensembles ouverts, fermés et compacts

Voisinage. L’ensemble V(a,e) = {z € C: |z —a| < e} est appelé un voisinage du point
acC.

Points intérieurs, extérieurs et frontieres. Soit A C C :
— On dit que a est un point intérieur de A si A est un voisinage de a.
— On dit que b est un point extérieur de A si b est un point intérieur de C \ A.

— On dit que ¢ € JA est un point frontiere de A si tout voisinage de ¢ rencontre A et

C\ A.

Disque ouvert. L’ensemble D(a,r) = {z € C: |z — a| < r} est appelé disque ouvert (boule
ouverte) de centre a € C et de rayon r > 0. Tout disque ouvert est voisinage de chacun de

ses points.
Disque unité.D(0,1) = {z € C: |z| < 1} est appelé disque unité de C.

Ensemble ouvert. Un ensemble U C C est dit ouvert dans C si pour tout z € U il existe
r >0 tel que D(z,r) C U.

—SiUcCcCetoUNU = 0 alors U est un ouvert de C.
— Tout disque ouvert D(a,r) est un ouvert dans C.

Ensemble fermé. Un ensemble F' C C est dit fermé dans C si son complémentaire C \ F'

est un ouvert de C.
— Si FC Cet OF C F alors F est un fermé de C.
— Un ensemble est fermé s’il contient tous ses points frontieres.
— D(a,r) ={2€C:|z—a| <r} est un fermé de C, appelé disque fermé.
— La couronne A(a,r,R) ={z € C:r < |z —a|] < R} est un fermé dans C.
— F est fermé s’il contient toutes les limites de ses suites convergentes.

Adhérence ou Fermeture d’un ensemble. Soit S C C alors I’ensemble S = S U S est

appelé adhérence ou fermeture de S.

Ensemble borné. Un ensemble S C C est dit borné s’il existe M > 0 tel que |z| < M pour
tout z € S. On dit aussi que S est borné si S C D(0,r) pour un certain r > 0.

Ensemble compact. Un ensemble K C C est dit compact dans C s’il est borné et fermé
dans C.

Ensemble connexe. Un ensemble S C C est dit connexe s’il ne peut étre la réunion de
deux ouverts disjoints non vides.
Définition
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On appelle chemin d'un espace topologique X toute application continue
v :[0,1] — X. Les points 7(0) et y(1) sont appelés les extrémités du chemin, v(0) est

appelé lorigine et y(1) Parrivée.

« Ensemble connexe par arcs. Un ensemble S C C est dit connexe par arcs si deux points

quelconques peuvent étre reliés par un chemin qui se trouve entierement dans .S.

« Remarque Toute partie connexe par arcs est connexe. La réciproque n’est pas vraie en

générale sauf un ouvert connexe dans un espace vectoriel normé est connexe par arcs.

« Région simplement connexe. Une région connexe S C C est dite simplement connexe si
tout chemin fermé sur S peut étre réduit contintiment a un point. Intuitivement, on peut
rétrécir le chemin fermé jusqu’a ce qu’il ne forme plus qu'un point, il n” y a pas d’obstacle
(c’est-a~dire de trou). Autrement dit, une région simplement connexe n’a pas de "trous”. Si

la région possede des trous on 'appelle multi-connexe.

e Domaine. Un ensemble D C C qui est, ouvert et connexe est appelé domaine.

1.2 Fonctions d’une variable complexe

Définition 1.2.1. |T.L16] Soient A et B deuz sous-ensembles non vides de C. Si a chaque valeur
z € A, correspond une ou plusieurs valeurs w € B, on dit que [ est une fonction de z et on écrit
w = f(z) ou
f:A — B
z = w= f(2)

La fonction z — w = f(z) définie une correspondance entre deux plans complexes.

w = f(2)

FIGURE 1.1 — La fonction z — w = f(2)

Définition 1.2.2. [T.L16] Si z = x + iy on peut écrire f(z) comme f(z) = f(z + 1y) = u(z,y) +
iv(z,y) = w; les fonctions u et v sont appelées respectivement partie réelle et partie imaginaire de

f. On note u = Re(f),v =Im(f).
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Example 1.2.1. f(2) = 2° = (z +1iy)® = (2 — 3zy?) + Bya® — 3*)i, donc u = Re(f) =

23— 3xy?,v = Im(f) = 3yz? — o3

1.3 Fonctions Uniformes et Fonctions Multiformes

Définition 1.3.1. [A.L14] On dit que la fonction f est uniforme si a chaque valeur de z ne

correspond qu’une valeur au plus w, sinon elle est dit multiforme.

Remarque 1.3.1. |T.L16] Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de
fonctions uniformes chaque élément de cet ensemble est appelé une branche de la fonction.
On choisit habituellement un des éléments de cet ensemble comme branche principale de la fonction

multiforme. La fonction choisie est appelée détermination principale.

Fonction élémentaires
[R.S09]

1. Les fonctions polynomiales :
Les fonctions polynomiales définies par P(z) = a,2"+a,_ 12" '+ - +a2+ag, ol ag, ai, - - , ay
sont des constantes complexe avec a, # 0 et n un entier positif appelé degré du polynéme
P(z2).

2. Les fonctions rationnelles

P(z)

Q(2)

Les fonctions rationnelles sont définies par f(z) =

ou P et () sont des polyndémes.

3. Les fonctions exponentielles

Les fonctions exponentielles sont définies par f(z) = e* = e®*% = e®(cosy + isiny).

4. Les fonctions trigonométriques
Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires cos z,sin z,tan z - - - etc a 'aide
des fonctions exponentielles par example :
eiz + e—iz eiz o e—iz
cosSz = ———,SIng = ———
2 7 2

5. Fonctions hyperboliques

par example cosh z, sinh ztanh z - - - etc.

6. La fonction racine carré
Considérons f: C — C;z — w : w? = 2.
: ; 0
Soit : z = re' alors w = /re'z, on r = |2| et O = argz.

Si 0 = 6 + 2k7 et dés lors la fonction w = /z prend deux valeurs distinctes wy et wy pour
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Rappels et définition Rappels et définition

chaque valeurs z # 0 c-a-d

wy = \/Feig

9
wy = y/re'2tT = —wy.

w:ﬂwz{

7. Fonction logarithmiques

10.

11.

La fonction z — f(z) = log z, z # 0 est définie comme 'inverse de la fonction exponentielle
w=logz & z=¢e".

e La fonction z — log 2z, z # 0 est une fonction multiforme définie par;

logz = In|z|+iargz
In|z| +i(argz + 2knm); k € Z

Fonctions trigonométriques inverses

arcsinz = tlog(iz+ 1 — 2?)

arccosz = 1log(z++vz%2—1)
1+ ’LZ)

1 -z

_ 1
arctan z = 22.log(

Fonctions hyperboliques inverses

argshz = log(z+ v1+ 2?)
argchz = log(z+ v2%2—1)

1
argthz = ;log(l—i_Z)
—z

La Fonction z® oll a peut étre complexe est définie par z® = e®1°82,
De méme si f(2) et g(z) sont deux fonctions données de z, nous pouvons définir f(z)9) =

e9()10e f(2) - on général de telles fonctions sont multiformes.

Fonction algébrique et transcendante

Si w est solution de I'équation algébriques

Po(2)w™ + Pi(2)w" ™ + - + Py (2)w + Po(2) = 0 ot Py(z) # 0, Pi(2)--- Pu(2) sont des
polynémes en z et n un entier positif alors w = f(z) est appelée une fonction algébrique de
z.

2

e w =23 est solution de I’équation w® — z = 0 donc c’est une fonction algébrique de z.

1.4 Fonctions différentiables

Définition 1.4.1. JA.L14] On dit que f(2) est dérivable au point zo si et seulement si

lim

h—0

fz+h) = f(2)
h
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existe, indépendamment de la facon dont h tend vers 0 dans C. Cette limite, notée f'(z), est appelée

dérivée de [ en z. On utilise souvent [’écriture analogue

Définition 1.4.2. [A.L14] La fonction f est différentiable en z si et seulement s’il existe un

nombre complexe f'(z) tel que

VheC, f(z+h)=f(2)+h.f(2)+o(|h]).

Définition 1.4.3. [A.L1}] Une fonction f est dite holomorphe en un point zy si elle est dérivable

dans un disque ouvert centré en zg.

La fonction f est dite holomorphe dans ) si elle est dérivable en tout point de ) .
Example 1.4.1. [T.L16] La fonction z — f(z) = 1 est holomorphe dans C\ {0} .
La fonction z — f(z) = Re(z) n'est pas dérivable en aucun point.

Proposition 1.4.1. [T.L16] Si la fonction f: D — C est dérivable au point zo € D alors elle
est continue au point 2.

Démonstration. Remarquer que pour tout nombre complexe z € D \ {29} on peut écrire;

f(2) = f(20) = M(z — 20)
z 20
Alors :
lim (f(z) — f(z)) = lim f(zi_f(z‘)) lim (2 — 20) = f/(20).0 =0
2—20 z—20 — 2 zZ—20
Donc Zlgg()(f(z) — f(z)) =0 ou Zlggl() f(2) = f(z0) ce qui montre que f est continue en z. O

Remarque 1.4.1. [T.L16] La réciproque de cette proposition n’est pas vraie, en effet, la fonction
f: C — C définie par f(z) = Z est continue en tout zg € C, mais elle n’est pas dérivable en

aucun point.

Définition 1.4.4. [T.L16] Une fonction f est dite entiére si elle est dérivable dans tout le plan
complexe C.

Example 1.4.2. [T.L16¢] Les polynomes f(z) = an,z" + -+ + a1z + ag tq ag,- - ,a, € C, les

fonctions z — €*, z — sin z et z — cos z sont des fonctions enticres.

Théoréme 1.4.1. JA.L14] La fonction f(z) = u(x,y) + iv(z,y) est holomorphe dans D alors u

et v sont différentiables dans D et satisfont auz conditions (ou équations) de Cauchy-Riemann :

bu_ov o o
or oy = Oy  Ox
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En outre on a :

f’(z)—@—H@—@—i%—@—i@—@—l—i@
- Ox or  Ox oy Oy oy Oy ox

Démonstration. Puisque f = u + iv est holomorphe en tout point zy = x¢ + iyy on a :

) = tim LA TG0 )~ ue,go) e ) — vl o))

z—zo 22— 2 (@,y)—(x0,y0) T — T+ Z(y - yo)

En choisissant y = y9, x — x¢ on obtient :

u(z, yo) — u(zo,yo) + i(v(x,yo) — v(wo, yo)) 8“ ,81}
T—T0 T — To

et en choisissant x = xg,y — 3o on obtient :

u(zo,y) — u(zo, yo) + i(v(wo,y) — v(zo,50)) _ Ov v
! = 1 = — —_ 71—
f'(#0) e i(y — vo) y (0, Yo) Zay(‘rOa Yo)
ou v v 62}
Alors f'(z0) = %(%7%) + Z%(ZE()ayO) ay(%,yo) 8y -~ (70, Y0)-
On en déduit que u et v vérifiant les conditions de Cauchy-Riemann. O

Il est 1égitime de se demander si la réciproque de cette proposition est vraie ou fausse. La réponse
est dans la proposition suivante.

ou Ou 0 9,
Proposition 1.4.2. [T.L16] Si les dérivées partielles — CZ et 2 sont continues dans D,
ox 8y Jor Oy

et vérifient les équations de Cauchy-Riemann, alors la fonction z — f(z) = u(z,y) + iv(x,y) est

holomorphe dans D.

Démonstration. Soit z = x + iy € D et soit h = hy + thy € C* tel que z + h € D. Les dérivées

. ou ou , . e , \
partielles — et — étant supposées continues, alors en utilisant le développement de Taylor a

ox oy

I’ordre 1, on obtient :

flz+h) = f(z) = u(x+h,y+hy)—u(z,y)+ilv(@+h,y+h) —v(z,y)]
. ha“( )+ha( )+'h@( )+'h@+( +igo)(hy + ihs)
= 1a xz,Y 26y$’y Zl&vx,y Zzay €1 T 1&2 1 T 1hy

oue; — 0et eg — 0 quand hy —> 0 et hy — 0.

D’apres les équation de Cauchy-Riemann, on aura :

f(Z + h) — f( ) (hl + Zhg)a (l’ y) + Z(hl + Zhg)gz( y) + (51 -+ i€2)(h1 -+ Zhg)

ox

D’ou en divisant par h = hy + ihs et faisant tendre h vers 0 on voit que :

£y = TEDZIE Oy ) 420

h—0 h
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O

Ces conditions peuvent étre tries fortes. mais l'existence des dérivées partielles en un point ne suffit

pas pour l'existence de la dérivée comme dans ’exemple suivant.

Example 1.4.3. |T.L16] Soit la fonction f: C — C définie par :

f(z):{ e s z2#0

0 st z=0

La dérivée en z = 0 suivant la droit y = x n’est pas définie, en effet ;

on a (z +izx)t = 221 +1)* = —4x* alors;
_ fla+iz)— f(0) . ent—0 1 . ent
lim : = lim — = - lim =00
0 T+ T a0 x(141) 1+ia=0 x

Cependant, les dérivées partielles de u et v en (0; 0) sont toutes égales & zéro. Par exemple,

-1
@(O, 0) = lim wz,0) = u(0,0) = lim uz,0) — lim &&
ox z—0 T z—0 z—=0

=0

On désigne par H(D), 'ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert D C C.

1.5 Transformations conformes et applications géométriques

Une bonne fagon de représenter graphiquement les fonctions de variables complexes est d’utiliser
deux plans. Le plan z est ’ensemble de départ et le plan w est ’ensemble d’arrivée. On trace dans le
plan z des courbes dont on reproduit les images par f(z) dans le plan w. Quand nous faisons ainsi
la représentation graphique d’une fonction, nous utilisons les termes application ou transformation

au lieu du terme fonction.

Définition 1.5.1. [W.R9§/ Soit f une application dans un domaine D dans le plan complexe, et
20 € D a un voisinage pointé V(zo,r) sur lequel f(z) # f(z9) : On dit que f conserve les angles

en zo st seulement si la quantité suivante existe et est indépendante de 6

i Jao+re?) — f(z)
e e+ 1) — o)

Définition 1.5.2. [A.L1}] Soit U un ouvert de C, une application f: U — C est dite conforme

st elle conserve les angles.

Example 1.5.1. La fonction f(z) = 2 vérifie que :

page 8



Rappels et définition Rappels et définition

o J(z0+7€?) — f(z0) i (20 +re?)?— 22

lim e . = lim e .
0+ |f(z0 +1€?) — f(20)] r 0+ (20 +re?)2 — 23|
. _io zg + r2e2@ 4 2207“629 — zg
- rli}I(g1+ ¢ |28 + r2e?0 4 2zyre — 23
g+ 22 0
L TP 4 2zgre®
= lim e™* : .
r—0+  |r2e?if 4 2zyret|
re? + 2z, 220 20
= lim . = ==
r—0+ [re? + 2z9]  |220] 20|

Donc ne dépend pas de 0, alors f conserve les angles.

Remarque 1.5.1. |[W.R98/ Dans un langage moins précis, la condition signifie que pour deux
vecteurs quelconques Ry et Ro, issus de 2o, l'angle que leurs images f(Ry) et f(Rq) font en f(zo)

est le méme que celui fait par Ry et Ry. comme on le voit sur la figure suivante ;

F(Ry)
f(=0) >

Ry

Z20 Rl
FIGURE 1.2 — Conservation des angles

La propriété de conservation des angles pour tout point d’'un domaine est une caractérisation
de fonctions holomorphes dont la dérivée ne s’annule pas dans ce domaine. Pour cette raison on

appelle applications conformes les fonctions holomorphes dont la dérivée ne s’annule pas.

Théoréme 1.5.1. [W.R98/,[A.L1))]. Soit un domaine D du plan complexe, et f une fonction
holomorphe dans D. Si f'(z9) existe en un point zy et f'(z0) # 0; Uapplication f conserve les
angles en zy. Réciproquement, si la différentielle de f existe et n'est pas nulle en zy et si f conserve

les angles en zy alors f'(zy) existe et n'est pas nulle, c¢’est-a-dire :

f'(20) # 0 & [ est conforme en z

Les transformations de Mobius

Définition 1.5.3. |W.R98/,JA.L14]. Soient a; b; c et d quatre nombres complezes tels que ad—be #

0. lapplication définie par
_az+b

ez +4d

T(z)
s’appelle transformation de Mébius ou transformation homographique.

Remarque 1.5.2. [W.R98]. Les cas spéciaux du transformation de Mdbius sont :

1. La translation pour :a=d=1;c=0etbeC
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2. L’homothétie pour :d=1;c=b=0¢etacC
3. La rotation pour : d =1;c=b=0 et a € C avec |a| =1

4. L’inverse pour : d=a=0;c=0=1.

Théoréme 1.5.2. |W.R98/]. Toute transformation de Mdébius est conforme.

1.6 Intégration des fonctions holomorphes

Définition 1.6.1. [A.L14]. On appelle chemin C' par morceaur une application continue

v i la,b] — C, définie sur un intervalle fermé [a,b] de R et telle qu’il existe une subdivision
a =0 < ay < - < a, =b, de la,b] pour laquelle la restriction de v a chaque intervalle
lag—1,ax],1 < k < n soit de classe C*. On dit que le chemin + est fermé (ou un circuit, ou encore

un lacet) si v(a) = v(b).

Définition 1.6.2. [A.L14],/B.C90]. Soient f : D — C une fonction continue et v : [a,b] — C

un chemin C* par morceauz. On appelle intégrale de f le long de ~y ’ezpression

[ 1@z = [ s @i =Y [* o) @

ak—1

Théoréme 1.6.1. (Théoréme de Cauchy)|A.L1}],[J.A84)].
Soit f une fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe D C C et soit v un chemin

fermé contenu dans D. Alors

Lf(z)dz =0

Démonstration. Si [a;b] est le segment du paramétrage de v, puisque v(b) = y(a) on a :

[ #eydz = [ 560)/ @t = F0) - Frta) = 0

Example 1.6.1. e Calculons §. zdz, ot C' = {v(t) = 2¢",t € [0;27]} On a :

21 21
. . . . 27
f wdz = / 2ei (2ie)dt = / diedt = [2¢%] " =2 -2=0
C
0 0

Remarque 1.6.1. Ce théoréme fondamental est a la fois valable pour des domaines simplement

connezxes.
Le théoreme de Cauchy admet une réciproque.

Théoréme 1.6.2. (Théoréme de Morera)|W.R98/,|B.C78],JA.L14]. Soit f une fonction conti-
nue dans un domaine simplement connexe D. Supposons que ¢ f(z)dz = 0 pour toute courbe

fermée et simple C' dans D. Alors f est holomorphe dans D.
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Théoréeme 1.6.3. [A.L1}/,[B.C7§]. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine D. Soit v
un chemin fermé contenu dans D et soit A le domaine simplement connexe ayant v pour frontiere.

Alors
HONY

2 s—z

f(z) =

La fonction f est indéfiniment dérivable dans A et on a, pour tout z € A,

F™(z) = n'/( f(s) ds

2im Jy (s — z)nt!

Définition 1.6.3. |B.C78/,JA.L1}]. Soit D un ouvert de C. On dit qu’une fonction f: D — C
est analytique au point zo € D si elle admet un développement en série entiére dont le rayon de
convergence r n’est pas nul. On dit que f est analytique sur D si elle l’est en tout point zg € D.
On écrit

o0

f(2) =Y ar(z— )" 2€D

k=0

ou |z — zo| <71 et (ag)ren est une suite de nombres complezes.

Théoréme 1.6.4. [T.L16/,/B.C78]. Si D un ouvert dans C, alors toute fonction f holomorphe
dans D est analytique dans D.

Démonstration. Soit f holomorphe dans D. La propriété qui va permettre le développement en
série entiere la fonction f autour de 2y élément quelconque de D est la formule intégrale de Cauchy.
Choisissant un cercle C' centré en zy et contenue ainsi que son intérieure dans D, on écrit la formule

intégrale de Cauchy pour un point quelconque z de l'intérieur de C' :

fw)

cCw—=z

f(z) =

Notant r le rayon de C, on a alors |z — zg| < |w — 29| = 7 ce qui permet d’écrire

I 1 1 1 1 i<z—zo)"_i (z —20)"
w—z_w—zo—(z—zo)_w—zo'l—j}:—z‘;_w—zon:o w— 2 _nzo(w—zo)n+1

z—20| |z — 2|

Cette derniere série étant uniformément convergente pour w € C' car <1

w — 2z r

ce qui nous permet d’intervertir les signes somme et intégrale :

% flw Z _ zZ[))ZzH dw = i = —‘zo)” f{C (w i(:;))nﬂdw

n= 0 n=0 2im
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f(w)

5 % de on obtient le résultat demandé
imJo (w— zg

en posant a, =

1 (n)
D’autre part, d’apres la formule intégrale de Cauchy a,, = — 7{ f(w) dw = (=)
2im Jo (w — zp)"H! n!
+oo (n)
et donc f(z) = X / ('ZO)(Z —2p)" O
n=0 n:

On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.6.5. [A.L1}]. Soit D un ouvert de C et f : D — C une fonction compleze d’une

variable complexe z. Alors la fonction f est analytique dans D si et seulement si elle est holomorphe
dans D.

1.7 Fonctions méromorphes, théoréeme des résidus

Théoréme 1.7.1. JA.L14]. Soit f : A — C une fonction holomorphe dans la couronne ouverte
A={zeC:r<|z—2z| <R}

Alors, la fonction f peut étre représentée dans A de facon unique par une série de la forme

f(z) = _io: ar(z — 2)" (1.2)

avec

1 f(s)
ap = /y(s—,:))’”lds’Vk e (1.3)

ot vy est un chemin fermé entourant zy et contenu dans la couronne. En outre, cette série converge

absolument vers f dans A et uniformément dans toute couronne fermée contenue dans A.

Définition 1.7.1. [A.L1}]. La série ) avec les coefficients donnés par ) s’appelle série de

Laurent de f autour du point zy. Ecrivons la série ) sous la forme

f(z)= i ar(z — 20)" + i a_p(z — 2) 7"

k=0 k=1
(D (11)

La série (1) est appelée partie réguliére (ou holomorphe) et la série (II) est dite partie principale
de la série de Laurent )

Example 1.7.1. [T.L16]. Déterminons le développement en série de Laurent de la fonction f dans
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la couronne D = {z €G3 <zl < g}tel que ;

1 1 1 1
/(@) = (z+1)(z+3) :2(2+1_z+3>

La fonction f est holomorphe dans D et sur sa frontiére, car les singularités —1 et —3 sont a

Ueztérieur D. Donc [ admet un développement en série de Laurent centré a ['origine zo = 0.

« Silz[>2>1 0Ona:

e Silz|<2<3,0na:

1 1 1 1 Z\" n 2" 1z 2P
=3li2) =32 (5) =Zrgm=5-5+m-
z+3 3\1+3 3.0\ 3 S0 g+l 3 9 27

Imz

Rez

FIGURE 1.3 — La couronne D

Alors dans la couronne D on a :

1 1 1 z 22

fR = —mt st

Classification des points

Définition 1.7.2. [A.L14], [T.L16],[B.C78]. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert D C C,
sauf peut-étre en un certain nombre de points. Un point zo € D est un point régulier pour f si

a_r = 0,Vk € N*. Dans ce cas, la série de Laurent

e}

flz) = Z ar(z — 2)"

k=0
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est la série de Taylor tout simplement.

Tout point qui n’est pas réqulier est dit singulier.

Définition 1.7.3. [A.L1/],/B.C78]. Un point singulier est dit isolé s’il existe un voisinage de ce

point ne contenant pas d’autres points singuliers. Dans le cas contraire il est dit non isolé.

1
sin (%)

1
Comme nous pouvons entourer chacune des singularités z, = —, k € Z* par un cercle de rayon ¢

r 1
Example 1.7.2. |T.L16]. La fonction z — f(z) = a des singularités en z, = T ke Z*
T

et en zo = 0.

n’en contenant pas d’autre singularités, on en déduit qu’elles sont isolées.
De plus comme tout cercle de rayon 0 centré en zy = 0 contient d’autres singularités que zy = 0,

on en déduit que zy = 0 est une singularité non isolée.
On distingue deux types de singularités isolées :

Définition 1.7.4. [B.C78],JA.L14]. Le point zy est un pdle d’ordre n > 0, lorsque

o0

an#0eta =0 VIEN":f(z)= Y ap(z—2)"
k=—n
e o g(2) .
Autrement dit, si f s’écrit sous la forme f(z) = ﬁ avec g holomorphe au voisinage de zg
Z—2zp)™

et telle que g(zo) # 0.

Définition 1.7.5. [B.C7§/,[]A.L14]. Le point zy est un point singulier essentiel s’il existe une

infinité de coefficients a_j non nuls.

Example 1.7.3. [B.C78],[T.L16]. Le développement de e s’écrit ex = 1 + Ittt

on en déduit que z = 0 est une singularité essentielle.

Définition 1.7.6. [T.L16]. Si une fonction uniforme f n’est pas définie en z = zy mais si lim f(2)
Z—20

existe alors z = zy est appelée une singularité apparente.

r si
Example 1.7.4. [T.L16]. Si f(z) = B2 alors 2 =0 est une singularité apparente car f(0) n’est
e _ .. sinz _
pas défini mais le_glo f(z)= llgr(l) = 1 car;
sinz 1 2 2 . B 22 2t n
z oz 31 50T 3t 50T

Remarque 1.7.1. |T.L16],[T.W01]. En posant L dans f(z) on obtient la fonction w — f(+) =

1
F(w). Alors la nature de la singularité a z = oo est définie comme étant la méme que celle de
F(w) en w=0.

Example 1.7.5. |T.L16],[T.W01]. La fonction f(z) = z* a un pole triple en z = oo car F(w) =

f(i) = ﬁ possede un pole triple en z = 0.
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Définition 1.7.7. (Points de branchement)[L.V535], |[T.L16].|T.W01]

Soit zy un point singulier isolé de f. Le point zy est un point de branchement lorsque l'image par
f d’au moins une courbe fermée entourant zy est une courbe non fermée. Le point est dit d’ordre
n s’il faut au plus n tours autour de zy pour refermer la courbe image. St la courbe ne se referme
jamais quel que soit le nombre de tours effectués autour de zy, on dit que le point de branchement

est transcendant ou logarithmique.

Remarque 1.7.2. [L. V53], [T.W01]. Le point a l'infini peut étre un point de branchement pour
f(s) . Pour le montrer, on considére la fonction f(1/s) . Si 0 est un point de branchement de
f(1/s) alors linfini est un point de branchement de f(s).

Définition 1.7.8. (Fonctions méromorphes)[A.L14].
On dit qu’une fonction f(z) est méromorphe dans un domaine D si elle est holomorphe dans D

sauf en un nombre fini de points qui sont des poles.

Example 1.7.6. [T.L16]. Une fonction rationnelle constitue un cas particulier de fonction méro-

morphe. Par exemple la fonction

z
Z) =
/() (z+1)(z + 2)?
qui est holomorphe en tout point da distance finie sauf en z = —1 (péle simple) et z = —2 (pole

double) est une fonction méromorphe.

Définition 1.7.9. [A.L1}], [T.W01]. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un voisinage de

20 € C, privé du point zy. On appelle résidu de f au point zo , le nombre
/( ) ! / ( )
Rés [:20) =QG_1 = f(z)dz
y <0 1 % y

c’est-a-dire le coefficient de

dans le développement en série de Laurent de f au voisinage
zZ— 20

de zy.

Remarque 1.7.3. [A.L14], [T.W01]. Le résidu de f d Uinfini est Rés(f;00) = Rés(—=5f(+);0),

1

othu = 1/z. En effet, lorsqu’on effectue le changement de variable z — u = =, le point z = oo se

1 1
transforme en u = 0, tandis que l’intégrale / f(2)dz devient / —— f(=)du.
v vy ou u

Calcul des résidus

(A.L14], [T.Wo1).

1. Lorsque zy est un pole d’ordre m de f(z), alors

1 dmfl
Rés(f; z0) = lim

(m —1)! B g1

[(z = 20)™.f ()]
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P
2. Lorsque 2y est un pole simple de la fonction f(z) = QEZ;’ avec P(z9) # 0 et Q(z) = 0, alors
2z

Rés(fi20) = 50 51 Q') 0

3. Lorsque zy est un point singulier essentiel de f, le résidu s’obtient en développant f(z) en série

de Laurent autour de zj.

Démonstration.

1. Par hypothese, f(z) = (g(z)>’ avec g(z) une fonction holomorphe autour de zy et g(zo) # 0.
Z— zg)™

Développons ¢ en série entiere autour de zq :

B 1 0 g(k)(zo)
fz) = (z — 2z9)™ Z k!

k=0

(z — z0)".

On obtient ainsi la série de Laurent de f(z) autour de zy, dans la couronne telle que zj est le seul

point singulier dans le petit cercle, dont le coefficient de ﬁ vaut

(m—1) 20 . m-l
9" =) _ L((z —20)" f(2))

Rés(fyzO) = (m _ 1>‘ 2520 dzm—1

2. Comme Q(29) =0 et Q(z) # 0, on a

, . P(z) P(z) P(z)
Rés(f; z9) = lim | (2 — = lim =
(f 0) 2520 <( O)Q(Z)> 2520 Q(z) — Q(Zo) Q’(ZO)
Z— 20
]
Example 1.7.7. [T.L16].
e Le point z = —1 est un pole double pour la fonction

z

&) =one+ip

Donc :

Rt = g {0+ () =

Remarque 1.7.4. (Point singulier essentiel)|T.L10].
Si zy est un point singulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utilisant des développe-

ments en série connus.
Example 1.7.8. [T.L16G]. Si f(z) = ™=, alors z = 0 est un point singulier essentiel ;
2 3

w u
e =ldut op+or
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avec U = —i on trouve ;

_1 1 1 1
JE =em =1ty s T

ot l’on voit que le résidu en z = 0 étant le coefficient de % sa valeur est -1.

Théoréme 1.7.2. (des résidus).[T.L16],[T.W01].
Soit D C C un domaine z1; 295+ ;2 € D et f: D\ {z1;20;- - ; 2} —> C une fonction holo-
morphe. Alors
k
/ f(2)dz = 2im Y Rés(f; z;)
Y j=1

ot 7y est un chemin fermé contenu dans D a l'intérieur duquel sont contenus tous les zj;5 = 1,--- | k.

1.8 Position du probleme

La fonction de base qui pose des probléemes est essentiellement le logarithme, car c’est une
fonction multiforme avec une infinité de branches, soit z = re? r > 0 avec r = |z| et § = arg 2.
Par définition, on a

logz=1Inr+i(0 + 2kn), k € Z

Le point 0 est un point de branchement. En effet, soit un circuit entourant le point 0. Apres
chaque tour effectué sur ce circuit, argument de z passe de 6 + 2km & 6 + 2(k + 1)7 et donc la

fonction log z est passée de la détermination
7, =Inr + 10 + 2kimw

a la détermination
Zkv1 =Inr +i0 + 2(k + 1)im

| S
N
- \ . N
(0 -y ) | S—— —4-————-= déterminations
| - .
: — de log 2z
10 e =7 -
't]n *T“,f':/ ~
. | -~ 4 il
i@ — 2m)p=——————~ -T’ ) 7
s
I

FIGURE 1.4 — Déterminations de log z
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On dit que le point z = 0 est un point de branchement ou de ramification.

Dans le plan des Z = log z = X +14Y, les différentes déterminations correspondant a une valeur
de z donnée se trouvent sur une parallele a ’axe imaginaire, passant par le point Inr.
Tous les points qui annulent le terme qui est sous log sont des candidats de points de branchement,
par exemple pour f(z) =log(z — 1), le z qui annule le terme (z — 1), c-a-d z = 1 est un candidat
de point de branchement. Pour vérifier que le nombre de branches distinctes est plus grand que 1

lorsqu’on tourne autour de ce point z = 1. En écrivant ;
log(z — 1) =log|z — 1| +iarg(z — 1) = log |z — 1| + (0 + 2n7);

qui est distinct pour chaque n et donc il existe ici une infinité de branches et le point z = 1 est
par conséquent un point de branchement.

Beaucoup de fonction problématique peuvent étre réécrites avec des logarithmes, par example :

f(z) =z =exp <;10g z)

Ici, z = 0 annule ce qu’il y a sous le log il est susceptible d’étre un point de branchement, en effet
si z = |z| exp (i(0 + n27)) alors;
Vz = exp|(3log z)
5 log (|| exp (i(0 +n2m))))
1 .
= |z|z7 exp (z (g + mr))

Pour n = 0 et n = 1, on obtient des images différentes et donc z = 0 est bien un point de

= exp

branchement, pour n = 2 on retombe sur la branche n = 0 car la fonction exp(iz) avec x réel est
périodique de période 2.
Le cas le plus général est z* avec « réel ;

2% = exp(alogz)

= exp(a(log|z| +iargz))
= |z|*exp (i arg z)
= |z|*exp (iaf + in27)

Il faut considérer les différents cas possibles :

1. a € Z la fonction exp(iz) avec x réel est périodique de période 27, on obtient la méme chose

pour tout n, alors la fonction est uniforme.

2. a =1 € Q est rationnel avec m et [ des entiers premiers entre-eux, la fonction est multiforme

car, en changeant n l'image est différente. Pour déterminer le nombre de branches, il faut
n.m

trouver le plus petit n tel que an = e soit entier, c-a-d n = [. Donc la fonction a [

branches.
3. a € R\ Q est irrationnel, la fonction est multiforme avec une infinité de branches.

Pour des fonctions telles que plusieurs valeurs de z annulent ce qu’il y a sous le log, il faut écrire

page 18



Rappels et définition Rappels et définition

les termes "candidats” séparément (une somme de log) par exemple :

z(z—1) =exp (; log(z(z — 1))) = exp (; log z + ;log(z - 1))

On a donc 2 candidats potentiels z = 0(candidat 1) et z = 1(candidat 2).

Il faut écrire une paramétrisation indépendante pour chaque point :

z = |zlexp (i (01 + n127))
z—1 = |z—1]exp (i (02 + no2m))
1 1 (01 + 0o
2(z—1) = |z|z2]z—1[5exp i ) + (n1 + no)m

Les 2 valeurs n; et my sont indépendantes et la paire (ny,ns) définit une branche. Il faut donc

vérifier différentes paires pour identifier les branches qui sont indépendantes :

branche (0;0) = branche (1;1)
branche (1;0) = branche (0;1) # branche (0;0)
La fonction est multiforme, on peut de la méme maniere traiter des fonctions composées faisant

intervenir des logarithmes.
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CHAPITRE 2

SURFACE DE RIEMANN

Dans ce chapitre on se propose d’étudier la notion de surfaces de Riemann qui est 'une des
plus fondamentales en analyse complexe, et la notion de revétement. Cette derniere notion est la

généralisation topologique de celle de surface de Riemann.

2.1 Variétés et Surfaces

Définition 2.1.1. (Carte).[Dol90] Sur un espace topologique X, on appelle carte de dimension
n de X un homéomorphisme ¢ d’un ouvert U de X sur un ouvert de R™. L’ouvert U est appelé
le domaine de la carte; on dit que c’est un ouvert de carte. On désigne parfois une carte par le
couple (U, p).

Si 'V est un ouvert de X contenu dans U alors (V, ) est une carte du domaine V.

Définition 2.1.2. (Carte compatibles).[J.L9G] Deux cartes (Ui, p1) et (U, pa) de X sont
compatibles d’ordre k, (0 < k < o00) si Uy NUs = 0 ou si application

P10 902_1 : (,Ol(Ul N UQ) — QDQ(Ul N Ug)

(dite fonction de transition) est un C*-difféomorphisme .

FIGURE 2.1 — Changement de cartes
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Définition 2.1.3. (Atlas)/[Dol90),[J.L96].
1. Un atlas de X, de classe C* est un ensemble de cartes {(Uy, v:) }icrs

compatibles, dont les domaines constituent un recouvrement de X . L’existence d’un atlas impose a

de dimension n, deur a deux

l’espace X d’étre homéomorphe, au voisinage de chaque point, a un ouvert de R™.

2. Deuz atlas de classe C* sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe C* ; on vérifie
que la compatibilité est une relation d’équivalence dans l'ensemble des atlas de classe C* de X .

8. Un atlas A= {(Us, 0i) }ic;

de l'atlas appartient elle-méme a [’atlas. Un tel atlas est aussi appelé structure différentielle de

de classe C* est dit mazimal si toute carte compatible avec les cartes

classe C*.

Définition 2.1.4. [J.L96]. Une variété différentielle de classe C* est une variété topologique munie
d’une structure différenticelle de classe C*.

Remarque 2.1.1. [J.R12/,/J.F11]. 1. Lorsque n =2, X est appelée surface différentielle.

2. Lorsque n =1, X est appelée courbe lisse (de classe C*).

Example 2.1.1. [J.R12],[J.F11]. Les ensembles suivants sont des variétés différentielles (toutes
de dimension deux).

o Le disque ouvert D = {(x,y) € R* 2* + y* < 1}.
o La sphere S* = {(z,y, 2); 2% +y* + 22 = 1}.
o LetoreT? =R2/7Z? =R /7 x R/Z homéomorphe a S* x S' ; ou S* = {2 € C, |2| = 1}

Définition 2.1.5. En remplacant partout R™ par C", et en exigeant des changements de cartes

qu’ils soient analytiques complexes, on obtient la catégorie des variétés analytiques complexes.

Remarque 2.1.2. JA.L1§] Les variétés analytiques complezes sont définies de fagon similaire
aux variétés différentielles réelles. Toute variété analytique complexe de dimension n posséde une

structure canonique de variété différentielle réelle orientable de dimension 2n.

Définition 2.1.6. [A.L1§]. Une variété complexe de dimension n est une espace topologique séparé
X recouvert par un nombre au plus dénombrable de cartes. Une carte est la donnée d’un ouvert U
de X, d’un ouvert V de C™ et d’un homéomorphisme ¢ : U — V tels que si deuz cartes (U;, p;) et
(Uj, p;) se rencontrent, lapplication de changement de cartes pjop; " : o (U;NU;) — ¢;(U;NU;)

L et son inverse sont holomorphe.

soit un biholomorphisme c-a-d; @; o @;
Lorsque n = 1, X est aussi appelée courbe complexe ou surface de Riemann.

Définition 2.1.7. [SC14/,[E.R89]. Une surface de Riemann est un espace topologique séparé

connexe X, muni d’un atlas holomorphe (U, p;)ier 0t :
o (Ui, i)icr est un recouvrement ouvert de X.
o la carte p; : Uy — C est un homéomorphisme de U; sur un ouvert de C.

o tout changement de cartes @; o ;' 1 ;(U; N U;) — @;(U; NU;) est holomorphe.
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Va

FIGURE 2.2 — Changement de cartes

2.2 Exemples de Surfaces de Riemann

Les références de cette section sont ;[O.F81],[SC12],[Dol90].[F.P99].

e Le plan complexe C. Sa structure complexe est définie par 'atlas dont la carte unique est
I’application identité id : C — C.

e Domaines d'une surface. Si X est une surface de Riemann et si Y C X est un domaine, i.e. un
ensemble ouvert connexe, alors Y hérite d’'une structure complexe naturelle qui en fait une
surface de Riemann, a savoir on prend comme atlas toutes les cartes complexes ¢ : U — V
sur X pour lesquelles U est un ouvert de Y . En particulier, tout domaine Y C C est une

surface de Riemann.

o Lasphere de Riemann P! (la droite projective). Soit P! := CU{co0}. On introduit la topologie
suivante sur cet objet P'. Ses ouverts sont tout d’abord les ouverts usuels U C C et ensuite les
ensembles de la forme V U {oo} , ou V' C C est le complémentaire d’un compact quelconque
V C C. Avec cette topologie,P! devient un espace topologique compact séparé, homéomorphe

a la spheére S%. Posons maintenant :
U1 = ]P)l\ {OO} =C
Uy =P\ {0} =C*U{oc}
et définissons deux applications ¢; : U; — C,7 = 1;2, comme suit : ¢; est 'application

identité, et :

IS

pour z € C*,
p2(2) =
0 pour z = oo.

Alors chacune de ces deux applications est un homéomorphisme, donc P! est une variété de
dimension 2. Puisque U, et U, sont connexes et sont d’intersection C*\ {0} non vide, P! est
aussi connexe. La structure complexe sur P! est alors définie par I’atlas constitué de ces deux
cartes ; : U; — C,i = 1;2, mais il reste encore a vérifier qu’elles sont holomorphiquement
compatibles : on a ¢1(U; NUsy) = po(U; NUz) = C* et 'application de transfert :
w007t C*— C*
1
z
est en effet clairement biholomorphe (c¢’est une involution ). Ici, la notation P! provient du

fait que 1'on peut considérer P! comme I'unique (& isomorphisme prés) espace projectif de
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dimension 1 sur le corps des nombres complexes.

e Les tores complexes. Supposons que wi, ws € C sont deux nombres complexes linéairement

indépendants sur R et définissons le réseau qu’ils engendrent :

[ := Zwy + Zwy = {nw; + mws € C: n,m € C}

FIGURE 2.3 — Le réseau I’

Deux nombres complexes z, 2 € C sont dits équivalents modI si z — 2 € T’ L’ensemble des
classes d’équivalences est alors noté C /T'. Soit 7 : C — C /T la projection canonique, i.e.

I’application qui associe a tout point z € C sa classe d’équivalence modI".

On introduit la topologie suivante, dite topologie quotient, sur C T'. Par définition, un
sous-ensemble U C C T est ouvert précisément lorsque 71 (U) C C est ouvert. Avec cette
topologie, C /T est un espace topologique séparé et I'application quotient 7 : C — C /T
est continue. Puisque C est connexe, C /T est aussi connexe. De plus, C /T est compact,

puisqu’il est recouvert par I'image a travers m du parallélogramme compact :
W ={ wy + pwy, € C: A\, € [0,1]}

L’application 7 est aussi ouverte, i.e. 'image de tout ouvert V' C C est aussi un ouvert, et
pour se convaincre que m(V') est ouvert, on doit, par définition, vérifier que 7! (7w(V)) est

ouvert, mais cela est clair puisque l'on a :

FIGURE 2.4 — Projection m

Maintenant, la structure complexe sur C /T est définie comme suit. Soit V' C C un ouvert

dans lequel aucun couple de points distincts n’est équivalent modI'. Alors U := w(V) est
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ouvert et w [y: V' — U est un homéomorphisme (bijectif, continu, d’inverse continu). Son
inverse ¢ : U — V est une carte complexe sur CT. Soit A l’ensemble de toutes les
cartes obtenues de cette fagon. On doit vérifier que deux telles cartes ; : U; — V;, i = 1;2

appartenant a A sont holomorphiquement compatibles. Considérons donc ’application :

V=01t o1 (U NUy) — oo(Uy NUY)

Pour tout z € ¢1(U;NUs), on a w(1(2)) = ¢ (2) = (z), d’ott (z) et z on méme image par
7, et donc 1(2)—z € I'. Puisque I est discret et que 1 est continue, cela implique que 1(z)—z
est constant sur chaque composante connexe de ¢ (Uy N Us). Ainsi, 9 est holomorphe. On
vérifie de méme que )1 est aussi holomorphe. En conclusion, on équipe C /T de la structure

complexe définie par cet atlas A.

2.3 Propriétés élémentaires des applications holomorphes

De nombreux concepts et objets de la théorie des fonctions a une variable complexe (les fonctions
holomorphes et les fonctions méromorphes) peuvent étre définis sur une surface de Riemann en
utilisant les coordonnées locales, autant que ces objets d’étude demeurent invariants a travers les

changement de carte.

Définition 2.3.1. [0.F81],[SC14]. Soient X et Y deuz surfaces de Riemann. Une application

f: X — Y est holomorphe si elle est continue et sipo fop™?

est holomorphe pour tout couple
(p; 1) de cartes holomorphes de X et de' Y .1l est clair qu’il suffit que ce soit vrai pour ¢ et ¢ dans

des atlas holomorphes

Définition 2.3.2. [0.F81/,[SC12]. Soit X wune surface de Riemann et soit D C X un sous-
ensemble ouvert. Une fonction f : D — C est dite holomorphe si, pour toute carte p : U — V'
sur X, la fonction conjuguée :

foy t:yp(UND)— C

est holomorphe au sens usuel sur owvert (U N D) C C . L’ensemble de toutes les fonctions

holomorphes sur D sera noté H(D) : c¢’est un anneau.
Remarque 2.3.1. [0.F81],[SC12].

e La somme et le produit de fonctions holomorphes sont a nouveau holomorphes. Toutes les

fonctions constantes sont holomorphes. Donc H(D) est une C-algebre.

e S XY et Z sont trois surfaces de Riemann, et st f : X — Y et g: Y — Z sont deux
applications holomorphes, alors leur composition go f : X — Z est aussi une application

holomorphe.

Définition 2.3.3. [0.F81/,/SC12]. Une application f: X — Y est dite biholomorphe si elle est
bijective, si elle est holomorphe, et si son inverse f~1:Y — X est elle aussi holomorphe.

Deuz surfaces de Riemann X et'Y sont dites isomorphes s’il existe une application biholomorphe
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f: X —Y.

Définition 2.3.4. [Dol90). Les applications holomorphes f : X — Y de surfaces de Riemann

ont été, définies en |2.3. Z ; on les appellera aussi morphismes (de surfaces de Riemann,).

Théoréme 2.3.1. (Théoréme d’identité)|Dol90)].
Soient X une surface de Riemann conneze et fi, fo : X — Y deux morphismes qui coincident au

voisinage d’un point xoy de X, alors fi et fo coincident sur X.

Démonstration. Soit G I'ensemble des x € X ayant un voisinage ouvert W, tel que fijw, = fow,-
D’apres sa définition G est un ouvert et contient zy. Soit b € G'\ G'; montrons que b € G :

soit (U, ) une carte de X telle que b € U connexe et telle qu'il existe une carte (V, 1) de Y avec
fi(U) C V(j = 1,2); alors les deux fonctions f; = o fjop : o(U) — ¥(V) coincident sur
I'ouvert non vide (U N G), donc sur 'ouvert connexe ¢(U) de C, d’ott fijy = for et b € G. Donc

I'ensemble G non vide, ouvert et fermé de X (connexe), alors G est égal a X. O

Théoréme 2.3.2. (Théoréme de prolongement)[Dol9()].
Soient U un ouvert d’une surface de Riemann, a € U et f € H(U \ {a}) une fonction bornée au

voisinage de a. Alors f a une extension unique holomorphe sur U.

Démonstration. 11 suffit d’établir le théoreme dans le cas ot U est le domaine dune carte (U, @) ; le

théoréme est connu pour 'ouvert ¢(U) de C et la fonction fop~! holomorphe sur ¢(U)\ p(a). O

Proposition 2.3.1. [0.F81],[SC14]. Soient X,Y deuz surfaces de Riemann, f : X — Y une
application holomorphe, xy un point de X et yo = f(xg) son image par f. On suppose f non
constante au voisinage de xqy. Soit 1 une carte de' Y centrée en yy avec ¥ (yo) = 0. Alors il existe
une carte ¢ de X centrée en x( telle que dans les cartes ¢ et 1, la fonction f prend la forme,
z— f(2) = 2% c-a-d :

UcX —f vcy
17 (A4

ol _>zd %

ou d est un entier naturel indépendant des cartes, appelé ordre de ramification de f en xg.

Démonstration. Soit oy une carte de X centrée en z. Alors Papplication f = 1 o f o oy ' est
~ ~ [e.°]
holomorphe et vérifie f(0) = 0. On écrit,f = > a,z*. Soient d = min {K : a; # 0} et ¢ = a”".
k=0
On peut écrire,

J = asz'(1 + u(z))

avec u holomorphe et «(0) = 0. Mais la fonction

hizes h(z) = (1+u(z)"
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est holomorphe au voisinage de 0 et h(0) = 1. On a alors (1 + u(z)) = h(2)? holomorphe et
f(2) = (c.z.h(2))% Si on pose @(x) = c.oo(z).h(wo(z)) alors @(zg) = 0 et d’apres le théoréme
d’inversion locale, ¢ définit une carte locale au voisinage de z.

Pour p(z) =z on a :

f(z) = (Wofops")(woop™)(2)
(cpo 0 ™ (2)h(o © 0y (2)))*
= (w(l’))

Enfin, f(z) = 27 dans les cartes (U;¢) et (V;9), et pour tout y € V — {yo} le cardinale de
“'{y}) NU = d. L’entier "d” est indépendant des cartes. O

Remarque 2.3.2. (Interprétation géométrique.)[O.F81],[SC12].

Le nombre “d” du théoreme peut étre caractérisé de la maniére suivante. Pour tout voisinage ouvert
U de xy, il existe un sous-voisinage ouvert U,, C U de xy et un voisinage ouvert V de yo = f(xq)
tel que l’ensemble f~1({y})NU,, contient exactement "d” éléments distincts deuz d deuz, pour tout
y € V\{yo}, puisqu’il y a exactement “d” racines d-émes de 'unité. On appelle "d” la multiplicité
avec laquelle Uapplication f prend la valeur yo au point xo, ou l'on dit simplement que f est de

multiplicité "d” au point xo et noté deg,(f).

Proposition 2.3.2. [0.F81],[SC12]. On a deg,(f) = 1 si et seulement si D f(x) # 0. Si deg,(f) >
2, on dit que x est un point de ramification (c’est la méme chose qu’un point critique). L’ensemble
R(f) C X des points de ramification est discret et fermé, ou de fagon équivalente localement fini.

Son image B(f) CY est l'ensemble des points de branchement (valeurs critiques).

Démonstration. On a deg,(f) = 1 si et seulement si (¢p o fop™t) ~ C.z avec C # 0,

soit D(¢ o fop™1)(0) # 0, soit Df(z) # 0, Si @ € R(f) et U est un voisinage sur lequel on a

Yo f = alors R(f)\ U = {x} puisque crit(z — 2¢) = {0}, donc R(f) est discret. De plus, la
) =

caractérisation D f(x) = 0 montre qu'il est fermé. [

Corrolaire 2.3.1. [O.F81],/SC12]. Soient X etY deuz surfaces de Riemann et soit f : X — Y

une application holomorphe injective. Alors f est un biholomorphisme de X sur son image f(x) CY

Démonstration. Puisque f est injective, dans la description locale énoncée par la proposition pré-
cédent, on doit toujours avoir d,,, d’ou la différentielle de f est inversible. Donc par le théoreme

d’inversion locale analytique, 'application inverse =1 : f(X) — X est elle aussi holomorphe. [J

Corrolaire 2.3.2. [Dol9(0]. Soient X wune surface de Riemann connexe et f : X — Y un

morphisme non constant. Alors f est une application ouverte.
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Théoreme 2.3.3. [0.F81],[SC12], [Dol90]. Soient X etY deux surfaces de Riemann. On suppose
que X est compacte et que f : X — Y est une application holomorphe non constante. Alors'Y

est compacte et [ est surjective.

Démonstration. On sait que f(X) est un sous-ensemble ouvert de Y . Puisque X est compacte,
son image f(X) est elle aussi compacte, donc fermée. Mais comme les seuls sous-ensembles d'un
espace topologique connexe qui sont a la fois fermés et ouverts sont I’ensemble vide et I'espace tout

entier, il en découle que f(X) =Y . Ainsi f est surjective et Y est compacte. ]

2.4 Les Revétements

Les applications holomorphes non constantes entre surfaces de Riemann sont des revétements,
parfois avec des points de ramification. C’est pour cette raison que 1'on doit étudier d’abord
la théorie générale des revétements entre variétés avant de pouvoir l'appliquer aux surfaces de

Riemann.

Définition 2.4.1. [O.F81],/SC12],[Dol9q]. Soient T et T' deux espaces topologiques et soil
7w T" — T une application continue. Sit € T est un point, le sous-ensemble :
a7ty ={t' €T : (') =t} est appelé la fibre de T au-dessus de t.

™ (s)

FIGURE 2.5 — fibre de 7

Définition 2.4.2. [0.F81],/SC12]. Avec w : T'" — T comme ci-dessus, si 7 : T" — T est
une seconde application continue entre espace topologiques de méme but T', alors une application
continue ¢ : T — T" est dite préserver les fibres si l'on a m = T 0 ¢
.T.’ L_ TH
)

|,

T

En effet, on voit, pour tout point ¢ € 771(¢) dans la fibre au-dessus d’un point ¢ € T' quelconque,
que ¢(t') € T" appartient a la fibre 771(¢) de la seconde application au-dessus du méme point,
puisque :

m(t') =t =7(e(t')

Géométriquement, ces inclusions :
p(r L (t)) c7(t),Vt e T

signifient donc que ¢ envoie les fibres de 7 dans les fibres de 7 sans en changer les points de base.
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Définition 2.4.3. |0.F81/,/SC12]. Un sous-ensemble A d’un espace topologique T est dit discret
si tout point a € A posséde un voisinage ouwvert V, tel que V, N A = {a}.

Une application © : T' — T entre deux espaces topologiques T et T est dite discréte si la fibre
7Y (t) C T de tout point t € T est un sous-ensemble discret de T".

Théoreme 2.4.1. [0.F81/,/SC12],[Dol90]. Soient X etY deux surfaces de Riemann et soit p :

Y — X wune application holomorphe non constante. Alors p est ouverte et a fibres discretes.

Démonstration. Puisque p est holomorphe, on sait qu’elle est ouverte. Par contradiction, si la fibre
d’un point a € X n’était pas discréte d’ott p~'(a) a un point d’accumulation, alors par le théoréme

d’identité, p serait identiquement égale a la constante a. O

Définition 2.4.4. (Point de branchement)|O.F81],/SC12],[Dol90).

Sip:Y — X est un morphisme non constant, Y est appelée un domaine (étalé) au-dessus de
X. Soient X etY deux surfaces de Riemann et soit p: Y — X une application holomorphe non
constante.

Un point y € Y est appelé point de branchement ou point de ramification de p s’il n’existe pas
de voisinage V' de y tel que la restriction pp, soit injective. Une telle application p est dite non

ramifiée s’ elle n’a aucun point de branchement dans Y .

Example 2.4.1. [0.F81],[SC12].

1. Puissance canonique : Supposons que d > 2 est un entier et soit pg : C — C [application
définie par pa(z) = 2z%. Alors 0 € C est un point de branchement pour pg mais la restriction Pd|C
de cette puissance d-éme a C* est non ramifiée.

2. L’application exp : C — C* est une application holomorphe non ramifiée, puisque exp est
injective sur tout sous-ensemble V- C C qui ne contient pas deux points qui différent d’un multiple
entier de 2im. Une autre maniére de s’en convaincre est de rappeler que la dérivée exp’ = exp ne
s’annule jamais et de constater que :

Lemme 2.4.1. [O.F81],[SC12]. Un point y € Y est de branchement pour une application holo-
morphe p: Y — X entre deux surfaces de Riemann si et seulement si sa différentielle complexe :

Dp : TyY — Tp(y)X.

entre espace tangents complexes (de dimension complexe égale a 1) est nulle au point y.

Définition 2.4.5. |0.F81/,/SC12]. On appelle relévement de f relativement d p toute application

continue g : Z — Y telle que f =po g, i.e. telle que le diagramme suivant commute :

Géométriguement parlant, tout point zg € Z est envoyé par g sur l'un des points qui se situent
au-dessus de f(z) dans'Y, d savoir : g(zo) est l'un des points de la fibre p~*(f(z0))
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Théoreme 2.4.2. [O.F81],[SC12]. Soient X,Y et Z trois surfaces de Riemann, soitp:Y —
X wune application holomorphe non ramifiée et soit f . Z — X wune application holomorphe

quelconque. Alors tout relévement continu g : Z — 'Y de f est nécessairement holomorphe.

Démonstration. Soit ¢ € Z un point arbitraire, soit b := g(c) et soit a := p(b) = f(c). Il existe des
voisinages ouverts V' de b et U de a tels que p;y : V' — U est biholomorphe. Soit ¢ : U — V
I'application inverse. Puisque g est continue, il existe un voisinage ouvert W de ¢ tel que g(W) C V.
Mais comme f = po g, on déduit g = ¢ o fiw, et donc g est holomorphe au voisinage du point
c. [

Corrolaire 2.4.1. [0.F81],[SC14]. Soient X,Y et Z trois surfaces de Riemann et soient deux
applications holomorphes non ramifices p :' Y — X et q : Z — X. Alors toute application
continue f :Y — Z qui préserve les fibres, i.e satisfait p = qo f

y -z
.
X

est holomorphe.

Démonstration. En effet, un changement de perspective dans le diagramme :

7z
-

Y

montre que f est un relevement de p relativement a ¢, donc le théoréme s’applique. Il

Définition 2.4.6. [0.F81],[SC14],[E.R89],[Dol90)]. Soient X etY deuz espaces topologiques. Une
application continue p : 'Y — X est appelée un revétement si tout point x € X possede un

voisinage ouvert U dans X (suffisamment petit) dont la pré-image :

piU)=UV;

jET

consiste en une famille, indexée par un certain ensemble J, d’ouverts V; CY disjoints deux a deux

tels que chaque application restreinte : py, : V; — U

P

AN

FIGURE 2.6 — Revétement p
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est un homéomorphisme (pile d’assiettes ouvertes disjointes).
Remarque 2.4.1. [SC12],/F.P99]. Tout revétement est un homéomorphisme local.

Example 2.4.2. [Dol90],[SC12],[F.P99],/|0.F81].

1. Revétement de degré fini :

Soit P : C — C une application polynomiale de degré k > 1. Notons C, = {z € C; P'(z) = 0}
Uensemble des point critiques de P, et V), :== P(C,) U'ensemble des valeurs critiques.

Posons X = C\ V,,. Alors la restriction a Y = P~Y(X) de lapplication P définit une application
P:Y — X qui est un revétement de degré k.

Cas particulier

Soit k un nombre entier > 2 et soit :

pe: C*— C* z— 2F

Alors pi. est un revétement. En effet, supposons que a € C* est arbitraire et choisissons b € C*
avec pr(b) = a. Puisque py est un homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert Vy de b et

un voisinage ouwvert U de a tel que pyy, : Vo — U est un homéomorphisme. Alors on a :
P (U) =VoUuwlpU---Uuw* 'V

ot w est une racine primitive k-iémes de 'unité, par exemple exp(2imw k). La fibre au-dessus de a
est l’ensemble des racines k-iémes. Ces racines se permetent circulairement quand a fait un tour
autour de 0. Il est clair que les ensembles V; = wiVpy,j = 0;--- ; k — 1, sont disjoints deux d deu,
et que chaque restriction pyyy, : V; — U est un homéomorphisme.

En restreignant cet example a [’ensemble des nombres complexes de module 1. On obtient un
revétement de dégré k du cercle trigonométrique S', ayant S* pour espace total.

Sl Sl : eie eike

2. Revétement de degré infini :

L’application exp : C — C* est un revétement. En effet;
soient a € C* et b € C avec exp(b) = a. Puisque ’exponentielle est un homéomorphisme local, il
existe un voisinage ouvert Vo de b et un voisinage ouvert U de a tels que expyy, : Vo — U est un

homéomorphisme. Alors on a;

exp H(U) = U Vi, ou V, = 2imn + Vj
nez
Il est clair que les Vo sont disjoints deuzr a deux et que chaque application expyy, : Vi, —> U est un
homéomorphisme.

Pour tout a € C*, la fibre exp~'(a) se compose d’une infinité de points de C (les « déterminations
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du logarithme compleze ») : notant log a un point arbitraire de exp=*(a), on a :
exp t(a) = {loga + 2ink; k € Z} .

Quand a tourne autour de 0, les différentes déterminations du logarithme s’échangent (k — k+1),
de sorte qu’il est impossible de définir la fonction log globalement sur C*.

En restreignant ce revétement au-dessus du cercle trigonométrique, on obtient un revétement de
degré infini du cercle qui, par un changement de variable évident (z = i0). s’identifie au paramétrage
usuel du cercle par l'angle :

7:R— S 60— €.

La fibre 7= (a) est linfinité des « déterminations de l'argument arga » :

7 Ya) = {arga + 27k; k € Z} .

3. Contre exemple :

1. Soit j : Y — X l’injection canonique d’un ouvert' Y d’un espace topologique X, différent de
X ; alors j est un homéomorphisme local bijectif de Y sur son image, c’est id,, mais, pour tout
r €Y \Y et tout voisinage ouwvert U de x dans X, j=H(U)NY est un ouvert de Y qui n'est pas
homéomorphe a U par j; donc j n’est pas un revétement.
2. Soit f 1Y — X un homéomorphisme local surjectif et soit {yj}jEJ la fibre de x € X ; tout point
y; a un voisinage owvert VJ tel que f|vj’ soit un homéomorphisme : V; — f(V]) = U;. Si J est
find, alors (N U; est un ouvert U et les V; = V] N f~1(U) sont les owverts tels que f~(U) = U V;;

jeJ jeJ
st pour tout x les ouverts V; sont disjoints, f est un revétement. Mais si J est infini, pour qu’il en
soit ainsi, il faut que () U; soit un ouvert ce qui n’est pas toujours réalisé.

jet

3. Comme un remarque n’est pas tous les homéomorphismes locale sont des revétements, car cette
figure montre un exemple d’homéomorphisme local qui n’est pas un revétement. On a
Y ={(x,y) e R% 2y =1,2 >0}, X =R et pour x > 0 la fibre Y, consiste en un seule point, mais

ce point tend vers Uinfini quand v — 0, et pour x < 0 on a Y, = (.

FIGURE 2.7 — homéomorphisme local %

Le fait qu’un point de la fibre puisse tendre vers linfini alors que x reste dans un compact signifie
que lapplication P n’est pas propre (rappelons qu’une application est dite « propre » si l'image

réciproque de tout compact est compacte).

page 31



CHAPITRE 3

UNIFORMISATION

Dans ce dernier chapitre nous étudions globalement les fonctions multiformes (1/z et log 2), et

on donne deux méthodes pour uniformiser ces fonctions.

3.1 Etude globale de fonctions

3.1.1 Logarithme(s)
Etude globale

Dans le domaine réel, 'application exp : R — R* est une bijection croissante. Son inverse est le
logarithme népérien, noté In : R — R. Dans le domaine complexe, I'application exp : C — C*

atib — eaei pous observons

est surjective, mais non injective. Quand z € C* s’écrit z = e* = e
que :

e La partie réelle a de w est bien définie, avec a = In|z|.

e La partie imaginaire b de w n’est définie qu’a 27 prés. On dit que b est un argument de z.
Lorsqu’on écrit z € C sous la forme z = e, le complexe w est un logarithme de z : il n’est défini

qu’a 27 prés. On dit que le logarithme complexe est une fonction "multiforme” (ou multivaluée).

Définition 3.1.1. JAM00]. Sur tout ouvert U de C, on appelle détermination du logarithme toute
fonction continue ¢ : U — C telle que ¢ € log z pour tout z € C, i.e. telle que expoyp = Idy.

Proposition 3.1.1. JAM00],[P.T06]. Il n’existe pas de détermination continue du logarithme sur

C* tout entier.
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Démonstration. Sinon, on disposerait d’une détermination continue de I’argument

2eC"—0(z)eR

16(z)

avec, pour tout z € C*, z = |z|e""*). En particulier, en se restreignant au cercle unité, on aurait

pour tout ¢ € R : et = ¢") Puisque, pour tout t € R, ¢ et A(e™) sont deux déterminations de
I'argument du complexe e, 'application continue 6 : ¢t € R — ¢ — 0(e®) € R prend ses valeurs
dans 27Z. L’application §, définie sur un ensemble connexe et a valeurs dans un espace discret,
serait donc constante. On obtient une contradiction car ¢t — (e) est 2m-périodique sur R, mais

t — t ne l'est pas. Il

Le méme raisonnement (une fonction continue définie sur un espace connexe et a valeurs dans

un espace discret est constante) donne la :

Théoréme 3.1.1. [AMOGQ]. Soit U un domaine de C. Soit ¢ une détermination du logarithme sur

U. Alors l’ensemble des déterminations du logarithme sur U est
{¢ + 2ikn}

En conséquence, pour tout zo € U et pour tout yy € log 2g, il existe une et une seule détermination

Y du logarithme sur U telle que ¥(zy) = yo.

Démonstration. Pour tout k € Z il est immédiat que ¢, = ¢ + 2ikmw est une détermination du
logarithme sur U. Réciproquement, soit ¢ une telle détermination. Alors pour tout z € U, on a
exp(p(2)) = exp(¢(z)) = z d'ou exp(¥(2) — p(2)) = 1, dou Y(z) — ¢(z) € 2inZ, comme P — ¢
est continue, comme U est connexe et comme 2inZ est une partie discrete de C, nécessairement
1 — ¢ est constante, donc il existe k € Z tel que ¥ = ).

Soit zg € U et yy € logzg. Comme p(29) € logzy il y a un entier k& € Z et un seul tel que
Yo = v(20) +2ikm. Alors ¥y (z0) = yo et pour tout entier [ # k on a 1(29) = yo+2i(l—k)m #yo O

Proposition 3.1.2. [AMO0Q],[P.T06]. Soit L = C\ R_ c’est un domaine simplement connexe de

C . la fonction

Log: L — C, z — In(|z|) + 2i arctan <|Z|{T—S§G)(Z)> (3.1)

est une détermination du logarithme, appelée détermination principale du logarithme.

( Im(z)

Démonstration. Si Log(z) = In(|z|)+2i arctan 21+ Re(2)

sur L on a d’apres ;

) est une détermination du logarithme

I .
expoLog = |z| exp [22' arctan (m(z)())] = |z|e"*"&?
2

|z| + Re
Im(2) Im(z2) 0
Donc arg z := 6 = 2 arctan (WM) alors m = tan 3.
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in 6 I
D’autre part on a tang =73 —T—H(l:ose = 2| fge)(@, en fin; expolog = |z|expif; 0 € |-

Donc exp oLog = Idy. Le fait que Log définie par (

m, 7.
) est bien une détermination. On a Log(1) = 0,
O

donc Log est la seule détermination du logarithme sur I qui prend la valeur 0 en 1.

Etude locale

Proposition 3.1.3. |P.T06] Soit U C C* un ouvert.

1. §i f : U — C est une détermination continue du logarithme sur U, alors f est holomorphe et
on a f'(z) =1,z pour tout z € U.

2. On suppose maintenant ['ouvert U connexe. Soit g : U — C une fonction holomorphe telle que
g (2) =1/ z pour tout z € U. Alors il existe une constante o € C telle que z € U — g(2) —a € C

soit une détermination continue du logarithme.

Démonstration. 1. Soit z € U. Puisque exp(f(z)) = z, et exp(f(z+ h)) = z + h lorsque h € C est
assez petit pour que z + h € U, il vient

xp(f(+B) ~ f(z) =14

La continuité de f au point z assure que f(z+ h) — f(z) — 0 lorsque h — 0.
Puisque exp(u) = 1+ u + o(u), on obtient

exp(f(z+h) = f(2)) =1+ (f(z+h) = f(2))(1 + €(h))

ou €(h) — 0 quand h — 0. Il suit

"1t e(n))!

z

fz+h) = f(2)

la fonction f est donc C-dérivable en z, avec f'(z) = 1z pour tout z € U. Elle est donc holo-
morphe.

2. Supposons la fonction g holomorphe, avec ¢'(z) = 1z. Soit h € H(U) définie par

h(z) = exp(g(z)), z. On vérifie facilement que h' = 0, et donc que h est constante puisque 'ouvert
U est supposé connexe. 11 existe donc a € C* tel que, pour tout z € U, on ait e9*) = az. Soit
a € C tel que a = e*. La fonction z € U — ¢(z) — a € C est une détermination du logarithme
sur U. O

1
Nous noterons Inv la fonction C* — C, 2z —— —, qui est rationnelle donc analytique. On a

bien que Inv n’a pas de primitive globale. En effet ;

2imt

Soit 7 le chemin donné par ¢t — e*™ pour t € [0;1] on a;

1
1 L
/ —dz = 2i7r/e’2”t62mdt = 2im # 0
4

0
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Notons que quel que soit le domaine U, si une fonction analytique f — C admet une primitive

globale sur U, alors / f(2)dz = 0 pour tout lacet v de U. Mais elle a des primitives sur tout

sous-domaine simplement connexe de C*. Ces primitives sont étroitement liées aux déterminations

du logarithme :

Théoréme 3.1.2. [AMOQ]. Soit U un sous-domaine simplement connexe de C, et soit une
U-primitive de Inv. Pour que ¢ soit une détermination du logarithme sur U, il faut et il suffit
qu’il eziste zg € U tel que ¢(29) € logzg. En conséquence, sur U, il existe des déterminations du

logarithme, et ce sont toutes des fonctions analytiques.

Démonstration. La nécessité de la condition est triviale. Réciproquement, supposons trouvé

zp € U tel que ¢(z) € log zp. La fonction F' = exp oy est analytique sur U et on a F' = ¢.F i.e

d <F(z)

2F'(z) + F(z) = 0 pour tout z € U, donc 7
2\ 2

de U, l'existence de C' € C tel que F(z) = Cz pour tout z € U. On a Czy = F(z) = e¥*0) = 2,

donc exp op = Idy, i.e ¢ est une détermination du logarithme sur U.

> = 0 pour tout z € U, d’ou par connexité

Fixons alors zy € U. D’apres ce qui précede, les U—primitives de Inv dont la valeur en zy appartient
a log zp sont des déterminations du logarithme sur U, et d’ailleurs ce sont les seules en vertu du
théoréme. Elles sont bien analytiques puisque ce sont des primitives de Inv. Il

On peut donne le développement du logarithme en série entiere autour d’'un point quelconque.

Commencons par le classique développement autour du point 1.
Théoréme 3.1.3. JAMO00]. Soit D un disque ouvert de C de centre 0 et de rayon 1. On a :

n

VzeD; —log(l—z)=) % (3.2)
1

n—=

1
Démonstration. La série formelle S(X) = > —X" est de rayon 1, et on a :
n>1"1

, " 1
S'(X) = n};ﬂ X" = T %
La fonction ¢ = S définie par S sur D est analytique et vérifie ¢ (z) = l—iz pour tout z. Notons A
le disque ouvert 1+ D (de centre 1 et de rayon 1). Notons s la bijection z — 1 — 2z de D sur A et
o sa bijection réciproque, qui est donnée par z — 1 — z. Notons [ la restriction de Inv a A. On
ap=1>1o0s,donc I = ¢ oo. En posant ¢y = —p o g, on voit que ¢/ = ¢’ o0 = I. Donc 1) est une
A-primitive de Inv. Comme (1) = —p(0) = 0 € log 1, on déduit du théoreme que 9 est une
détermination du logarithme sur A ; ¢’est 'unique détermination qui prend la valeur 0 en 1, donc
ce ne peut étre que la restriction de log a A. Autrement dit —p(1 — z) = log z pour tout z € A,

ce qui équivaut a dire que —log(1 — z) = ¢(z) pour tout z € D. O

Corrolaire 3.1.1. [AMO0Q]. Soit ¢ une détermination du logarithme sur un sous-domaine U de

C*, et soit zg € U. Soit r la distance euclidienne de zy a C\ U. Pour tout u € D, ; (disque ouvert
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de centre 0 et de rayon 1 ), on a :

n 1

(20 + ) i (3.3)

nzgy

3.1.2 Racine Carrée

On se propose de prolonger, sur C, la fonction x — /z qui est définie sur R* et de classe C*

sur R% . Soit z € C* il existe > 0 et § € R. On serai tenté de poser : y/z = Vre? \/—6129'

1(042m)

Malheureusement cela donne lieu & une fonction multiforme; Si z = re? alors z = re et on

-9
— 15
Vi { wq \/Fe'z

a alors :

wy = /re' 2T = —w;.

Si on restreint 'argument 6 de z sur un domaine de type [fy; 0y + 27[ avec 0, fixé, on peut éviter le
probléme et on obtient une fonction appelée détermination de la racine carrée. Mais cette derniere
. 0 0 . ;
n’est pas continue sur C; en effet \/z tend vers /re’2 ou —/7e'z si z tend vers re? | selon que 6

tend vers 63 ou (6 + 27)~. Ainsi la fonction définie est continue sur C\ R_.e"%

Définition 3.1.2. [Moul3]. L unique détermination de la racine carrée continue sur C\R_ et tel

que /1 =1 est appelée détermination principale.

Etude locale

On va chercher & définir /2 sur un “ petit ” ouvert U, par exemple un disque.

Théoréme 3.1.4. [MoulJ]. Soit H = {f C—CtqgVzeC;(f(2)?= z} alors :
1. {f € H et continue sur C} = 0.
2.{f € H tqVa,b € C; f(ab) = f(a).f(b)} =0

Démonstration. 1. Soit f : C — C continue tel que Vz € C; (f(2))* = 2.

Soit g(z) = f(e)e~ 2Vt € R. La fonction g est continue et de carré 1, donc elle est constante et
vaut 1 ou —1 d’ou f(e) = ae pour tout t € R ot @ = +1. En particulier f(1)=1pourt=0et
f(1) =1 pour t = 27, contradiction.

2. Soit f : C — C tel que Vz € C; (f(2))* = z et f(ab) = f(a)f(b),Ya,b € C. Donc f(1) = +1
et f(1) = f(1.1) = (f(1))* dou f(1) = 1. Cela implique (f(1))* = f((1)*) = f(1) = 1 ce qui
contredit le fait que f(ab) = f(a)f(b),Va,b € C. ]

Soit U un ouvert de C, on pose :
FU)={f:U—CtqVz € C;(f(2))* = z}

Remarque 3.1.1. [Moul5]. On peut vérifier que si 0 € U ou U contient un cercle centré en 0,

alors F(U) = {0}.
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Soit donc U un ouvert non vide et connexe de C*. Si f et g deux éléments de F(U) alors f? = g2 et
donc f = £g¢ puisque U est connexe. Donc F(U), s’il n’est pas vide, a exactement deux éléments
opposés. Soit zg € U et wy € C tel que w? = 22, alors chacune des deux déterminations de la racine
carrée est uniquement déterminée par la condition f(zg) = wy ou f(zy) = —wy.

Prenons 2y = 1 et wg = 1 et on cherche a résoudre le systéeme :

Commencons par les solutions sous forme des séries entieres au voisinage de 1 :

F2) = Y an(z = 1)" = f(1+u) = g(u) = 3 apu”

n>0 n>0

On montre que (@) est équivalent au systeme différentiel :

9(0) =1
{2(1+u)g’ =g (35)

Les conditions correspondantes sur les coefficients s’écrivent :

{ a =1 (3.6)

2((n+ a4 +na,) = ay

a —n+1
On en déduit que —=+ = 2 dou:
an, n+1

k=0

n-l _f 4 1 1
v ENan = 1] /gJ:Ll2 - ( 2)
n

e

O N
3 Nl
N———
I
G
|
=
ga
=
=
=

Oﬁ<

- an+1 .
Le rayon de convergence de cette série est 1 (car et N 1) et I'on a donc obtenu une solution
a

holomorphe sur le disque ouvert U = D(1;1). On nen pouvait pas espérer un plus grand rayon de
convergence puisque, pour r > 1, le disque ouvert D(1;r) contient 0.

La restriction de la détermination principale de la racine carrée a U = D(1;1) est égale a la série
entiére trouvée ou son opposée (puisque elles ont la méme valeur en 1).

On choisit maintenant, arbitrairement, 29 € C* et wy € C tel que wg = 2. On a le systéme, au
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voisinage de 0, suivant :

(f(2))?* = =

On peut se ramener au systeme (@) au voisinage de 1 en posant f(z) = woh(Z),

{ f(z0) = wo (3.7)

le systeme (@) est équivalent & h(1) = 1 et (h(z))? = 2z que I'on a résolu et on trouve :

z n
fz) =wo ) <—1>
n>0 “%0
qui est en fait, (ou son opposée), la restriction & D(z;|20|) de la détermination de la racine carré
continue sur C\ R_.e'% ou vérifie D(z, |20]) C C\ R_.e%.

Remarque 3.1.2. On sait maintenant définir localement des déterminations de la racine carrée
continues, méme holomorphes. On a wvue d’aprés le théoréme )que c’est impossible d’en

construire globalement. On comprendra a quel étape on ne peut plus prolonger.

Etude globale

Prolongement Analytique[Moul5].

3
On fait un tour, dans le sens positif, autour de 0 le long du cercle unité 90D(0;1) C U Uy ou
k=0
Up = D(ezgﬂ; 1) € C*. Soit fy la restriction de la détermination principale de la racine carrée a

Up. On note par fo; € F(Up) la restriction de fy a Pouvert Uy = Uy N U;. Comme Up; est non

vide et connexe, il y’ a exactement deux déterminations + fy; de la racine carrée sur Uy;. On a vue

aussi qu’il y a exactement deux déterminations de la racine carrée sur U;, qui sont les fonctions
141
+

V2

fonction. Les applications F(Uy) — F(Up) et F(Uy) — F(Up1) sont bijectives. On obtient ainsi
une bijection F(Uy) — F(Uy) qui envoi fy a fi. On continue la procédure le long de Us, Us et

fo (f), et dont I'une des deux admet pour restriction a Uy, la fonction fy;, notons f; cette

finir par Uy = Uy. A la fin on a fy = £ f;. On conclut 'impossibilité d’'un prolongement analytique

global.

FIGURE 3.1 — Les Domaines U,

Remarque 3.1.3. [Moull]. Lorsque l'argument de z fait un tour complet sur le cercle, l'argument

de sa racine carrée, qui va deuz fois moins vite, ne fait qu’un demi-tour et ne revient pas au point
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de départ, on ne se retrouve pas nécessairement a son point de départ, mais peut-étre sur un plan
différent.

Prolongement Analytique le long d’un chemin[Moulj].

Une question qui se pose, peut-on prolonger une détermination locale de la racine carré; On se
donne x € C* et une fonction f de carrée I'identité continue au voisinage de x, comment propage-
t-on I'information au voisinage d’un point y en lequel f n’est pas définie au départ.

La réponse est basée sur le prolongement analytique le long d’un chemin  : [0; 1] — C* d’origine

x et d’extrémité y. La procédure est la suivante :

1. On recouvre Imy par un nombre fini de disques ouverts U; = D(z;;r;) dans C* ou z; =
y(ti);ri > 050 = 0,--+ k tel que 0 = tg < t; < -+ <l = 1 avec zg = x,2, = y et
Vi:1,~" ,]C;UiﬂUi_l #@

2. On note fy 'unique élément de F(Up) qui coincide avec f au voisinage de x.

3. Onnote fi,- -, fx les images successives de fy dans F(Uy), ..., F (Uy) par les bijections comme

ci-dessus.
4. Le résultat de prolongement analytique de f le long de v est la fonction fy.

Remarque 3.1.4. (principe de monodromie)|MoulJ],|L.V53].

Le résultat de prolongement dépend uniquement de la classe d’homotopie du chemin dans C*

3.2 Uniformisation de /z et logz par la méthode de Cou-

pures

Les références de cette section sont ;[J.A84],[P.T06],[A.L14],[A.Y14],[G.P74].

3.2.1 Logarithme complexe log z

La méthode de coupure consiste a retirer une partie du plan complexe pour éliminer ’ambiguité
de la fonction. Pour la fonction logarithme, on choisit la coupure le long de 'axe réel négatif, de
sorte que 'argument de la fonction logarithme principale est dans U'intervalle |—m, 7r[. En effet ;
On a bien que l'application exponentielle exp : C — C est un morphisme de groupes surjectif,
de noyau ker(exp) = 2inZ. Sa restriction exp : {w € C| —7 < Im w < 7} — C* a la bande

semi-fermée est donc bijective.L’image de la droite
{weC| Imw=—7}
est le demi-axe réel négatif. Il suit que la restriction

exp:{weC|—n< Imw<n} — C\R_
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a la bande ouverte est une application holomorphe bijective, dont la dérivée est partout non nulle.
Elle réalise donc un biholomorphisme entre ces deux ouverts.

L’application réciproque
log:C\R_. —{weC|—7< Imw<n}

est appelée détermination principale du logarithme. Elle prolonge au plan coupé C\ R_ le
logarithme réel In : R} — R. La détermination principale de I’argument correspondante arg prend
ses valeurs dans |—m; w[. Cette détermination du logarithme est maximale : elle ne se prolonge
pas en une détermination (continue) du logarithme sur un ouvert plus grand.

Maintenant, nous considérons w = log z comme une application de I’espace z-plan fendu

C\ ]—o00; 0] vers le plan w. Puisque la fonction exponentielle transforme les lignes horizontales en
rayons émanant de l'origine, son inverse, la fonction logarithme, transforme les rayons émanant de

I’origine en lignes horizontales. En fait, la formule
logz=In|z| +iargz,z#0

montre que le rayon {argz = 0y} est transformé en une ligne horizontale { Im w = 6y}. Lorsque
z parcourt le rayon de 0 a oo, I'image w parcourt toute la ligne horizontale de gauche a droite.
Lorsque #y augmente entre —m et , les rayons balayent 'espace fendu C \ |—o0; 0], et les lignes
images remplissent une bande horizontale {—m < Re w < 7} dans le plan w. De méme, la for-
mule () montre que I'image d’un cercle troué {|z| = r, —m < argz < 7} est 'intervalle vertical
{Rew=1In|z|,—7 < Im z < 7}, ou la ligne verticale { Re w = In|z|} rencontre la bande hori-

zontale.

e o e T o s s o M o o e o o e 5
IT

[ T

.
>

L ]
Y

Y
¥
¥

FI1GURE 3.2 — fonction log 2
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3.2.2 Racine Carrée Complexe /2

Pour la fonction racine carrée. Nous suivons la méme méthode de logarithme complexe, de sorte
que l'argument de la racine carrée principale est dans Uintervalle | — 7, 7r[. En effet ;
Si z = 7 on a bien que la fonction z +— 2z? transforme un quadrant sur un demi-plan, en
particulier, le premier quadrant {z: Re z > 0, Im z > 0} sur le demi-plan supérieur ouvert H*.

et Hf = {z:0<argz<7}sur {z:0<argz <27} =C\[0,00).

FIGURE 3.3 — Fonction z2

Ainsi, pour tout nombre complexe z dans le plan complexe, la racine carrée principale de z est
définie comme suit :

1. Si z est sur 'axe réel négatif, on prend la racine carrée de z avec une partie imaginaire non-
négative (c’est-a-dire, la racine carrée principale de z est définie comme /2 = i\/—2).

2. Si z est en dehors de I'axe réel négatif et que § = arg z €] — m, 7|, on prend la racine carrée
principale de z avec une partie imaginaire non-négative (c’est-a-dire, la racine carrée principale de
z est définie comme /z = /re??/?).

3. Si z est en dehors de I’axe réel négatif et que 6 ¢]—7, 7], on ajoute ou soustrait 27 a ’argument
de z jusqu’a ce qu’il soit dans U'intervalle | — 7, [, puis on prend la racine carrée principale de z

avec une partie imaginaire non-négative.

Example 3.2.1. Le choix de la coupure pour la fonction racine carrée complexe n’est pas unique.

0 Re[f,]

FIGURE 3.4 — La coupure le long de R*
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En général, on peut choisir n’importe quelle droite passant par l'origine et retirer cette droite du
plan complexe pour éliminer 'ambiguité de la fonction. Cependant, la coupure le long de 'aze réel

négatif est la plus couramment utilisée car elle est la plus simple et la plus intuitive. On obtient ;
falz) = £rY/2600% 9 €] — 7 x|

Si on prend la coupure le long de l'aze réel positive on obtient ; fi(z) = £r'/2¢%/%,0 €0, 2.

FIGURE 3.5 — La coupure le long de R’

Example 3.2.2. On donne quelques exemples sur des fonctions multiformes et leurs points de

branchement et coupure.

Fonction f(z) Point de branchement Coupure
log z 0 |—00; 0]
vz 0 ]—00; 0]

(2 — 1) +1 [—1;1]

-1
- +1 ~1;1]
z+1
1— 22

log = +1 et 0o |—00; 0] et [1;00]
arccos z +1 |—o0; —1] et [1;00]
arcsin z +1 |—o0; —1] et [1;00]
arctan z +i |—ioco; —1] et [i;i00]

3.3 Uniformisation de /z et logz par les surfaces de Rie-

mann

L’une des méthodes pour étudier une fonction multiforme consiste a remplacer le plan complexe
par une surface de rendre la fonction uniforme. Le principe de Riemann consiste a feuilleter le plan,
sur lequel f(z) n’est pas une fonction uniforme, en I'imaginant comme étant en réalité le collage de
feuillets plans, en nombre a préciser dans chaque cas (c’est a dire chaque fonction multiforme) et
faisant une coupure a chaque fois. Séparons les feuillets les uns des autres en les maintenant collés

exclusivement le long de la coupure. L’empilement des plans ainsi constitué forme une surface
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sur laquelle la fonction f(z) devient uniforme et qu’on appelle surface de Riemann. Décrivons la

surface de Riemann de quelques fonctions :

3.3.1 La surface de Riemann de log 2z

Les références de cette section sont ; [B.C90],[E.R89],[SC12],[B.C72],[F.P99].
La surface de Riemann du logarithme complexe log z est a une infinité de feuillets. Prenons
encore pour domaine D le plan C privé du demi-axe négatif et considérons dans D la détermination

principale du logarithme
w = fo(z) =In|z| +iarg z(—7 < argz < 7).

Cette fonction est univalente(uniforme) et réalise une application conforme du domaine D sur
la bande D§ = {—n <Im(z) < 7}. Le logarithme possede dans le domaine D une infinité de
déterminations

w= fi(z) = fo(z) +2kmi, (k=0,%1,---)

qui appliquent D sur des bandes Dj qui se déduisent de D* par des translations successives de
vecteur 27i. En conséquence, on prend un ensemble dénombrable d’exemplaires du domaine D
et on colle les levres supérieure et inférieure de la coupure de I'exemplaire zéro respectivement
a la levre inférieure de celle de I'exemplaire 1 et a la levre supérieure de celle de 'exemplaire
—1. On colle ensuite les autres levres libres respectivement a la levre inférieure de la coupure de
I’exemplaire 2 et a la levre supérieure de celle de I'exemplaire —2 et ainsi de suite. Au-dessus de
chaque point z # 0 # oo est située une portion de surface composée d’un ensemble dénombrable
de disques distincts; a chaque disque est associée une détermination du logarithme de numéro
approprié agissant dans ce voisinage (les points du demi axe négatif ne font pas exception). Donc
le logarithme peut étre traité sur la surface de Riemann construite comme une fonction ordinaire.
Le logarithme n’est pas défini en z = 0 et z = oo, donc on conviendra que sa surface de Riemann

ne possede pas de points au-dessus de z = 0 et z = o0.

3r
Y

w
R T )
—|-—|—l—*
3r b=,

FIGURE 3.6 — Surface de Riemann de log z

3.3.2 Reéalisation de la surface de Riemann du logarithme

On réalise la surface de Riemann du log z sous forme de surface plongée dans R* = C x R, on
obtient ;
Y= {(Teit,t);r >0,t e ]R} CcC*xRcCR?
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Dans cette réalisation, on voit facilement en quoi la surface de Riemann résout 'ambiguité du

logarithme. On ne peut pas poser log(re®) := Inr + it mais on peut trés bien poser
B_g/(re“, t):=Inr +it,V(re', t) € X

On obtient ainsi un diagramme commutatif :

Z o~

l log
T
C"~~C

log

L’application 7 dans ce diagramme est la projection (re, t) — re de C x R sur C; la fleche du
log est bizarre parce que log n’est pas une vraie fonction. La fonction log est une vraie fonction
(relevement de log ), elle est uniforme. On va voir plus bas comment faire pour qu’elle soit holo-

morphe.En effet ;

1. La projection 7 est un revétement de C*

Cela signifie que tout 25 € C* admet un voisinage ouvert U tel que 7~ (U) = U V4, une
kEZ

réunion disjointe d’ouverts telle que les restrictions 7y, : Vi, — U soient des homéomor-
phismes. On le voit en prenant par exemple pour U le disque ouvert D(zg, |z|). Soit ¢y un
argument de zy : tout élément z € U admet alors un unique argument t € }to — 5t + g{,

notons temporairement arg z := t ce dernier. Alors :

Vi = {(z;arg z + 2kim); 2 € U}

2. La fonction Bé est holomorphes.
Si I'on munit ¥ de la topologie induite par celle de R3, on en fait un espace séparé et la
fonction Bé est continue sur Y. Pour prouver qu’elle est de plus holomorphe, il faut d’abord
définir ce qu’est une fonction holomorphe sur la surface de Riemann . On munit ¥ de
cartes analytiques (V;¢) formés d'un ouvert V' de ¥ et d’'un homéomorphisme ¢ de V' sur
un ouvert U = (V') de C; il faut que les ouverts V recouvrent Y. Nous prendrons ici pour
cartes de X les(V; my, ) et on applique la définition , on obtient pour zy = roe’® alors
wo = Inrgy + ity, cette fonction est continue sur C\ R_.e". Sa restriction & D(2o, |29]) est la
fonction définie par la série (@)
En particulier; pour 7o = 1 et {5 = 1 on obtient la détermination principale du logarithme

sur C\ R_ dont la restriction & D(1;1) coincide avec la fonction définie par la série (@)

3. La surface ¥ est isomorphe a C
D’abord, 'application Bé est un homéomorphisme de ¥ sur C. En effet : elle est continue;

elle est bijective, de réciproque w +— (e*; Im w); cette réciproque est-elle méme continue.
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Puisque la surface ¥ est homéomorphe a C, elle est simplement connexe et par conséquent
7 est le revétement universel de C. On a déja vu plus haut que B_g/ est holomorphe. Pour
dire que c’est un isomorphisme (de surfaces de Riemann ...), il faut pouvoir prouver que sa
réciproque € est holomorphe. On peut définir cette propriété comme signifiant : pour toute
carte (U; p), la composée ¢ o € est holomorphe de @(U) C C dans C* car I'application poe

est 'exponentielle w + e®.

3.3.3 La surface de Riemann de /z

Les références de cette section sont ; [E.T09],[B.C90],[A.L14],[B.C72],[Moul5).
On dispose de deux détermination sur C \ [0, +oo[ de la fonction /2

- fi(z) = Vre's
Ve { fal2) = VreE T = — fi(2),

ouz=re? r>0ectéc 10, 27[. Si v est un chemin qui traverse la coupure pour tout t = to, dans
le sans des ordonnés croissantes, la fonction f; ne peut pas étre prolongé par continuité en ¢t = t.
Par contre ce prolongement par continuité est possible si pour les points situés au-dessus de la
coupure on remplace f; par fo. Cette remarque est a ’origine de construction suivante :
Considérons deux copies S, .Sz de C\ [0, +00[. Dans un premier temps nous définissons une fonction
f sur S; U Sy en posant :

) file) Sioze S
9(z) = fa(z) Si z € S,.

Nous allons coller S; et Sy selon leur coupure et pour cela nous marquons la partie de S; et S
au-dessus de 'axe réel positif d’un signe @ et la partie au-dessus d’un signe ©. Maintenant collons
le bord @ de la coupure de S; avec le bord © de Sy et collons le bord & de Sy avec le bord @ de
Ss.

Appelons ¥ la surface obtenue. On peut la considérer comme la réunion de S; U S5 et de deux
demi-droites(l'une est le bord inférieur de S; recollé avec le bord supérieur de Sy et 'autre est le
bord inférieur de Sy recollé avec le bord supérieur de S;). Par construction la fonction g se prolonge
par continuité & ¥ puisque S; est une copie de C \ [0, +o0o[ & chaque élément z de S; correspond
un nombre complexe qu’on note h(z). On procéde de méme pour les points de Sy. La fonction h

ainsi définie sur S; U Sy se prolonge a X et vérifie g* = h.

FIGURE 3.7 — Surface de Riemann de /z
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Pour obtenir la surface de Riemann 3 de V/z il faudrait répéter les constructions précédents en
remplacant C par C ot C = CU{oc}, puisque f; et f; se prolongent a 'infini en posant f;(c0) = 0o
et fa(oo) = oo, il suffit d’ajouter un point a l'infini a . Les fonctions g et h se prolongent par

continuité & 3 en des fonctions § et h qui vérifient §2 = h.

Remarque 3.3.1. Identifions CU {oo} a la sphére S* a laide de la projection stéréographique.
Remarquons que pour tout zy # 0 et # oo, le point 2y a eractement deux antécédents distincts par
h. Les points 0 et oo n'ont chacun qu’un seul antécédent.

Les seuls points de ramification de h sont donc les antécédents de 0 et o0, par conséquent ['appli-

cation h est un revétement ramifié a deuz feuillets de S* par s

FIGURE 3.8 — Surface de Riemann de /=

3.3.4 Surface étalée au dessus de C*

On note par ¥* la surface de Riemann obtenue ci-dessus. Sa projection sur C* est un revétement
double de degré 2. On note par 7 : ¥* — C* cette projection : I'image réciproque d’un ouvert U
suffisamment petit est la réunion disjointe de deux ouverts V; et V5, de ¥*tels que les restrictions
T, et my, soient des homéomorphismes de Vi; V5 sur U. La racine carrée s’uniformise sur sa

surface de Riemann par le diagramme commutatif suivant :

I\

VZ

La fonction multivaluée /z se reléve en une fonction% (uniforme) holomorphe définie géométri-
quement comme suit :

Soit U un ouvert de C* contenant 1, alors 7—!(U) est la réunion disjointe des deux ouverts V; et
V5 ou chaque ouvert V; correspond a 'une des déterminations f; de la racine carrée sur U. Soit
{po} = Vina1(1). La valeur de v/z en py est alors fi(1). Maintenant, soient p un point de :* et
~ un chemin de py a p dans ¥*. La projection de ¥ par m est un chemin,de 7(py) = 1 & 7(p) = z,
dans C*. Le prolongement analytique de f; le long_vdu chemin définit une détermination f de la

racine carrée au voisinage de z. Donc la valeur de /2 en p est par définition f(z).

Remarque 3.3.2. Dans le cas général ou n > 2, on peut aussi définir, de la méme maniére, la

surface de Riemann de la racine n’iéme ¥* et la fonction holomorphe /”\/VE: *— C*
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Ensembles dénombrables

Définition[J.D03].

On dit qu'un ensemble F est dénombrable s’il est équipotent a N, (sl existe une bijection de F
sur N).

On dit qu’un ensemble E est au plus dénombrable s’il est fini ou s’il est dénombrable.

Si un ensemble E est dénombrable, il est infini comme N. L’existence d’une bijection f: N — F
permet de numéroter les éléments de F'; en notant x, au lieu de f(n), on peut donc ranger les
éléments de F en une suite (zg, 1, ,Zy).

Théorémel[J.D03).

Tout sous-ensemble de ensemble N des entiers est fini ou dénombrable.

Proposition[J.D03].

Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est fini ou dénombrable ; on dit qu’un tel ensemble
est au plus dénombrable.

Lemme[J.D03].

Soient A un ensemble dénombrable et f une application de A sur un ensemble B. Alors B est au
plus dénombrable.

Théoréemel[J.D03].

La réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables (au plus dénombrable) est dé-

nombrable (au plus dénombrable).

Calculs différentiels

Définition[J.F11].
Soient F, I deux espaces de Banach, U un ouvert de E et V un ouvert de F. Une application
f U — V est dite difféomorphisme si :
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1. f est bijective.

2. f est différentiable sur U.

3. f71:V — U est différentiable sur V.

Définition[J.F11].

Une application f: U — V est dite C*-difféomorphisme si :

1. f est bijective.

2. f est C*-différentiable.

3. f71:V — U est C*-différentiable.

Si k= 0 'application f est appelée homéomorphisme.

1. f est bijective.

2. f est continue.

3. f~1 est continue.

Remarque[J.F11].

1. Toute application C*-difféomorphisme est homéomorphisme, la réciproque est fausse.

2. Un homéomorphisme conserve les propriétés topologiques (ouvert,fermé, compact, convexe,...etc).
3. Un difféomorphisme conserve les propriétés topologiques et géométriques.
Théoréme(Théoréme d’inversion locale.)[J.F11].

Soit f : U — F une application de classe C' d’un ouvert U d’un espace de Banach E dans un
espace de Banach F. On suppose qu’en un point a € U, la différentielle f'(a) de I'application f est
un isomorphisme de E sur F'. Alors il existe un voisinage ouvert V' de a, V. C U tel que W = f(V')
soit un ouvert de F et que la restriction de f a V soit un difféomorphisme de classe C! de V sur
wW.

Proposition[D.H22].

Soient f : U — C une application holomorphe et zy € U. On suppose que f'(z9) # 0. Alors
f est un biholomorphisme au voisinage de z, alors il existe un voisinage V' C U de zy pour le-
quel f(V) — C est ouvert, et tel que l'application f : V. — f(V) soit bijective d’inverse
f~t: f(V) — V holomorphe.

La fonction exponentielle

Nous étendons la définition de la fonction exponentielle a tous les nombres complexes z en la dé-

finissant comme suit :

e =e"cosy+ie’siny; z=xz+1y e C

Depuis e = cosy +isiny, cela équivaut a e* = e%e¥; 2z =z + iy.

Cette identité n’est que la représentation polaire de e*; (|e*| = e¥; arge* =y).

Une propriété fondamentale de la fonction exponentielle est qu’elle est périodique. Le nombre
complexe \ est une période de la fonction f(z) si f(z + A) = f(z) pour tous les z pour lesquels
f(2) et f(z+ \) sont définis. La fonction f(z) est périodique si elle a une période non nulle. Etant

donné que sinx et cosy sont des fonctions périodiques avec une période de 2, la fonction e* est
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périodique avec une période de 27i.
T — e Yz e C

En fait, 27ik est une période de e* pour tout entier k.

Proposition[D.H22],[P.T06],[W.R9g].

1. La série entiere Y. définit une fonction entieére exp : C — C*. On notera également exp(z) = e
n>0

pour tout z € C.

z

2. On a exp(0) = 1 et (exp)’(z) = exp(z) pour tout z € C.

3. Pour z,w € C on a e = €7 et e“* = e%e*. En particulier, exp : C — C* ne s’annule pas.

4. La restriction de exp a R est 'application exponentielle réelle, qui est une bijection croissante
exp : R — R% (et méme un difféomorphisme).

5. On a |e*| =1 si et seulement si z € iR.

Remarque[D.H22],[W.R9g].

L’exponentielle complexe exp est I'unique application entiere f : C — C qui vérifie simultanément
f(0)=1et f'(2) = f(z) pour tout z € C .

Théoréme[D.H22],[W.R9S].

1. L’application exponentielle exp : (C;+) — (C*; x) est un morphisme de groupes surjectif.

2. Il existe un unique réel positif, noté m, pour lequel ker(exp) = 2inZ.

3.0nae”™=—1ete's =i.
Démonstration. e L’application exponentielle est un morphisme de groupes car
Va,b e C; e = e x b

, et son image est ouverte par ce que e* est une application holomorphe dont la dérivée ne s’annule
pas.

e Surjectivité

L’'image H = exp(C) C C* est un sous-groupe ouvert de C*. C’est donc aussi un sous-groupe fermé
de C*. En effet on a

Cr=HU { U aH }
a€C*\H
U indique une union disjointe et ou chaque classe aH C C* modulo H est ouverte comme H,
puisque la multiplication z € C — az € C par a € C* est un homéomorphisme de C et induit
donc un homéomorphisme de C*.On conclut par connexité de C*.
e Noyau de exp
I nous reste a étudier le noyau du morphisme de groupes exp : (C;+) — (C*; x). On a vu dans
la proposition président que ker(exp) C iR. On peut donc se contenter de chercher le noyau du
morphisme de groupes
h:(R;+) — (St x),t > et
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Ce morphisme est surjectif et continu. Son noyau ker(h) C R est donc un sous-groupe fermé de R,
qui est :
1. Distinct de R (car h est surjectif).
2. Non trivial (car si e =4, on a et = 1).
Il existe donc un unique réel a > 0 pour lequel ker(h) = aZ. On définit 7 par la relation 27 := a.
e Deux valeurs de exp
On a alors €™ = —1, (e étant différent de 1, et de carré égal a 1). Puisque de carré égal a 1, on a
e’ = 4i. Il reste & voir que sa partie imaginaire est positive. Pour cela on considére de nouveau
I’application

h:teR—e'ecS

. La partie imaginaire de h(t) (autrement dit, sint.) s’annule si et seulement si h(t) = +1. 1l
s’ensuit que Im h(t) garde un signe constant sur l'intervalle |0; 7[. Comme h'(0) = 7, ce signe est
positif. =

Représentations graphiques de la fonction exponentielle :

FI1GURE 3.9 — Représentations graphiques de exp

Rez ainsi que la périodicité de exp sous 2i7Z (on

Sur cette représentation, on lit I’égalité |e*| = e
rappelle que les couleurs indiquent 'argument de e* modulo 2, c’est-a-dire Im z mod 27).

une autre représentation de ’exponentielle complexe. Celle-ci envoie les droites horizontales (partie
imaginaire constante) sur les demi droites issues de l'origine, et les droites verticales (partie réelle

constante) sur les cercles. L’orthogonalité de ces deux familles de courbes est préservée.

aim 22

2ix - exp

FI1GURE 3.10 — Représentations graphiques de exp
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Remarque[D.H22|.
L’argument que nous venons de développer pour démontrer la surjectivité de l'application ex-
ponentielle exp : C — C* montre, plus généralement, qu'un sous-groupe ouvert d’un groupe
topologique est toujours fermé. Il suit par exemple que le groupe GI'R des matrices & déterminant
positif est engendré par exp(M,R) (la notation exp désignant ici ’exponentielle matricielle)

Mk

eXp:MGMnRHZ—GGHR
k! "
keN

cela signifie que toute matrice réelle de déterminant positif s’écrit comme produit d’exponentielles

de matrices réelles. Cependant, Papplication exp : M,R — GITR n’est pas surjective.

Homotopie

Rappelons les notions suivant

Définition|Tan10],[AMOQ]

On appelle chemin d’un espace topologique X toute application continue ~ : [0,1] — X. Les
points v(0) et (1) sont appelés les extrémités du chemin, v(0) est appelé I'origine et (1) arrivée.
Le chemin v est appelé un lacet ssi y(0) = y(1).

Définition[Tan10],|[AMO0]

Deux chemins v : [0,1] — X et 0 : [0, 1] — X d’un espace topologique X sont dits homotopes ssi
il existe une application continue A : [0, 1]2 — X telle que pour tout ¢ € [0, 1], on ait h(t,0) = ~(¢),
h(t,1) = 6(t), h(0,t) = v(0) et h(1,t) = v(1). Toute telle application continue h est appelée une
homotopie entre v et § (ou : de vy a g ).

Proposition[Tan10],[AMO0O]

Soit X un espace topologique. Sur ’ensemble des chemins de X, la relation "le chemin ~ et le

chemin 0 sont homotopes” est une relation d’équivalence.

Démonstration. o Réflexivité :

si v est un chemin de X, 'application
h:[0,1) — X, (t,u) — ()

est une homotopie entre ~ et ~.

e Symétrique :

Si h est une homotopie entre les chemins ~ et §, 'application
h:[0,17 — X, (t,u) — h(t,1 — u)

est une homotopie entre 9 et ~.

o Transitive :
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Soit : y1,¥2 et 3 trois chemins de X, soit h; une homotopie de 7; a v et hy une homotopie
de 7, a 3, 'application

hq(t,2u) si
hg(t, 2u — 1) si

[l Lo

H:[0,1 — X, (t,u) — {

= O

IA A
IA A

est une homotopie de ~v; a ;.

Intégrales faisant appel a des fonctions multiformes.

Les références de cette section sont,[A.L14], [J.A84],[G.P74].
Les intégrants multiformes doivent étre uniformisés au moyen d’une coupure adéquate. Les contours
d’intégration ne pouvant pas traverser ces coupures, I'intégrant sera déterminé univoquement par

une de ses déterminations le long de ces contours.

Type I /OOO zf(x)dz.

ou f est holomorphe sauf en un nombre fini de points qui ne sont pas sur le demi-axe réel x > 0.
Supposons que f décroit plus vite a I'infini que x—g, ce qui assure la convergence de I'intégrale en
question. On calcule [ 2% f(z)dz ot vy =~ U[R, 7| Uy U[r, R].

Le point z = 0 est un point de branchement de l'intégrant. La coupure rend celui-ci uniforme sur

¥

AT R
K_‘u conpure

FI1GURE 3.11 — Le contour d’intégration

~. On choisira la détermination de I'intégrant telle que :

« sur le bord supérieur de la coupure

o x
2% = .
x%e?™  sur le bord inférieur de la coupure

On applique le théoreme des résidus :

/Vzo‘f(z)dz = /71 2%f(2)dz + /RT 2T f(2)dz + /72 2 f(2)dz + /TR 2% f(z)dz

= 2im). Résidus aux points singuliers de la détermination choisie pour z®f(z).
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Le reste consiste a calculer les limites des intégrales sur v, et 2 quand R — +o00 et r — 0.

Type 11 /OOO f(x)logdzx.

ou f est une fraction rationnelle n’ayant pas de podles sur le demi-axe x > 0. On suppose que f
décroit plus vite a l'infini que %; c-a-d., Zh_{EO zf(z) = 0. On a déja vu que logz est multiforme a
une infinité de déterminations et que z = 0 en est un point de ramification. On utilise le méme
contour que dans le cas précédent et on applique le théoréme des résidus tout en tenant compte
du fait que 'argument de z vaut 0 sur le bord supérieur de la coupure et 27 sur le bord inférieur

de celle-ci. On a
/f(z)(logz)de = / f(2)(log 2) dz+/ )(log z + 2im) dz+/7 f(2)(log 2)%dz
gl

T2
+ / z)(log ) dz
= 2iry Résidus de la détermination choisie def(z)(log z)%dz
aux poles de f(z).

Le reste consiste a calculer les limites des intégrales sur v, et 75 quand R — +oo et » — 0. On

montre que ces intégrales tendent vers 0 en vertu du lemme de Jordan. D’ou;

o

/ f(z)logdx + i7r/ flz)dx =
0 0
1
—5 >~ Résidus de la détermination choisie def(z)(log 2)* aux poles de f(z)

et il suffit de comparer partie réelle et partie imaginaire pour obtenir les intégrales en question.
Notons que dans le cas particulier ou f(x) est paire, on peut obtenir le méme résultat en considérant

le circuit suivant : avec 7y =y U [—R, —r] Uy U [r, R].

Y1

AR

e ] r R

FIGURE 3.12 — Le contour d’intégration

b
Type III /f(x)\y(a: —a)k(b — x)"Fd.

ou f est une fraction rationnelle n’ayant pas de poles sur U'intervalle [a;b] et n, k sont de entiers

avec 0 < k < n. Notons que f(z) {l/(z — a)®(b — z)"~* est multiforme a n déterminations On calcule

I'intégrale

/f (z—a)k(b—z)"*dz
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Comsny

FIGURE 3.13 — Le contour d’intégration

ony=mUloA]UnUBialteg;n={2:]z—a| =r} et 5o = {z: [z —a] =} La coupure
rend 'intégrant uniforme sur . Posons

o(2) = f(2) \T/(Z —a)k(b— z)nk

On choisira la détermination de l'intégrant telle que : ¢(z) sera égal a ¢(x) sur le bord supérieur
de la coupure. Soit C le cercle de centre a (arbitraire) et de rayon R (voir figure ci-dessus). On
obtient ;

/(p(z)dz + / ¢(2)dz = 2im Y Résidus de la détermination choisie dep(z) aux poles de f(z).
C —

v

Le reste consiste a calculer les limites des intégrales sur v; et v9 quand R — +o00 et r — 0. Les
intégrales sur 71 et v, tendent vers 0 en vertu du lemme de Jordan. L’intégrale sur [ay; 1] tend
vers l'intégrale que 'on cherche & calculer et que 1'on note I. Pour passer de [aq; 1] & [B2; aal,
z décrit le cercle 5 de centre b dans le sens négatif. Dans ce cas, 'argument de b — z augmente
2w (n — k) i
——F car (b—2)"

QW?TL - k‘)) I

de —27 tandis que z — a reste inchangé. Deés lors, ¢(z) augmente de —

augmente de —2m(n — k). Donc I'intégrale sur [fs; as] tend vers — exp (—

Par conséquent,
. 2n(n — k) . . , . ..
lim / o(z)dz+ [1—exp| ——— | | [ = 2in Z Résidus de la détermination choisie de
R—o0 2 n
©(z) aux poles de f(z)
et le calcul de I s’en déduit aisément. Signalons que souvent le calcul de la limite ci-dessus lors-

qu’elle n’est pas nulle se fait en développant l'intégrant en série de Laurent.
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CONCLUSION

En conclusion, pour uniformiser les fonctions multiformes on remplace le plan complexe C par
une surface X (Surface de Riemann) qui est localement homéomorphe a un ouvert du plan de C
ou bien on trace une coupure du plan pour choisir une détermination principale.

En outre, les fonctions multiformes ouvrent des perspectives de recherches et d’applications, parmi
eux les intégrales faisant appels a des fonctions multiformes, les fonctions fuchsiennes et les solutions

des équations différentielles linéaires complexes.
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