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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse a 1’étude de quelques propriétés de distribution niloptente
dans R™ .
I'objective est d’utilisé cette propriété pour vérifier la non commutativité de [X?2,Y?] tel que
D = span{ X, Y}.

mots de clés : distribution ,champs des vecteurs ,crochet de lie

Abstract

In this thesis we are interested in the study of some niloptent distribution properties in R™

the objective is to use this property to check the non commutativity of [X? Y?] such that
D =span{X,Y}.

Keywords :distribution ,vector fields ,lie bracket
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Notation

Y, : voisinage ouvert de x dans M
(X, Y] : le crochet de Lie de X et Y.

Ay = %Zzl X? :lopérateur sous elliptique

T.M : Pespace tangent de dimension m.

B(0.1) : boule ouvert de centre Oet rayon 1



Introduction

la théorie des opérateur sous elliptiques L = X2 + ... + X2 dans R™ avec X, ....X,, sont
des champs de vecteurs jouent un role primordial dans la géométrie sous-Riemannienne, [1] la
question importante dans ce mémoire est la théorie de trouver les noyaux de la chaleur|[3], la
méthode de trouver les noyaux de la chaleur dépendent de commutativité de carrée des champs
de vecteurs X ....X,, si les opérateurs commutent donc la valeur du noyaux de la chaleur est
le produit des noyau de la chaleur des opérateurs|(], sinon la formule de Toranter sera présentée
en utilisant la méthode des intégrales par partie. [2]
Dans ce travail, nous allons présenter d’O.Callin et de D.Cher chan, qui vérifient la non-
commutativité de deux carrés de deux champs de vecteurs X. Y dans une distributionD =
span{ X, Y }nilpotente de classe 2. Ce résultat offre une excellente et description de trouver le
noyau de la chaleur L = 22 + ... + 22,.
Notre travail s’articule autour de trois points.
- ler chapitre : il est consacré au rappels des notions de base essentielles a la compréhension de la
géométrie sous-Riemannienne, nous rappelons les définitions de la structure sous-Riemannienne,
distribution, crochet de Lie, opérateur sous elliptique,...distribution nilpotente.
- 2 éme chapitre : il est consacré a préciser définir la relation entre le crochet de Lie [x;ylet
la non-commuatativité de I’ opérateur [X? Y?] précisément nous allons montrer que dans R™
I’équivalence n’est pas vraie.
- 3 éme chapitre : il constitue le coe du travail dont nous allons présenter sous forme de théo-

réme la condition suffisante de la non-commutativité de [X? Y?] # 0.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Distribution

Dans ce chapitre on note M une variété lisse de dimension n > 2.
Une distribution A de rang m < n(m > 1) sur M est un sous-fibré de rang m du fibré tangent
T M, c’est-a-dire une application lisse qui associe a chaque point = de M un sous-espace linéaire
A(z) de l'espace tangent T, M de dimension m.|1]
En d’autres termes, pour chaque x € M, il existe un voisinage ouvert ¥, de x dans M et m

champs de vecteurs lisses X} ..., X™ linéairement indépendant de ¥, tel que
Aly) = Span {X}(y),..., XJ"(y)} Yy e

Une telle famille de champs de vecteurs lisses est appelée base local dans ¥, pour la distribution
A.
Toutes les distributions qui seront considérées ultérieurement seront lisses de rang constant

m € [1,n].

Exemple 1.1.
Dans R? de coordonnées (z,y, 2), la distribution A générée par les champs de vecteurs X
et Y, soit

A(z,y,z) = Span{X (z,y,2),Y (z,y,2)} V(z,y,2) € R?,



Préliminaires

ou

X:am—%azet Y:ay+§az,

est une distribution de rang 2 sur R?.

Proposition 1.1. [I]

Toute distribution sur R™ admet une base globale.

Preuve Montrons d’abord comment construire une section non nulle d’une distribution

donnée sur R".

Lemme 1.1.
Soit A étre une distribution de rang m sur R".

Alors il existe un champ vecteur lisse non nul X tel que X (x) € A(z), pour tout x € R™.

Démonstration. (Preuve du Lemme 1.1) Définissons 'application multivaluée ¢ : R — 28"
par

i(z) ={veAl)v|=1} VreR"

Par construction, dest localement Lipschitzienne par rapport a la distance de Hausdorff sur des
sous-ensembles compacts de R™. Par compacité deB (0,,2), il y a € € (0,1) telle que pour tout
z,y € B(0,,2) avec |z — y| < £,et n'importe quel v € 6(z),il y a w € d(y) tel que |[v —w| < 1.

Soit N > 2 un entier tel que la suite croissante de boules %, ..., %y Définies par
PB; = B (0,,ie) Vi=1,...,N,

satisfait B (0,,1) C By.
Pour chaque x € R",on note Proj,(, la projection sur la sphére de dimension (m—1) §(z).Notez

que le map page Projs(,)est bien défini et "lisse" sur I'ensemble ouvert

O, ={w € R" | (v,w) # 0 for some v € §(z)}

9



Préliminaires

Pour chaque i € {1,..., N — 1}, considérons une cartographie lisse P, : %;,1 — %; tel que

|Pi(x) —z| <e Vre& B,

tel que w € §(0) est fixé.
On définit le champ vectoriel X : B (0,,1) — R™ comme suit :
Nous fixons d’abord

Xl(ﬂf) = PI'OJ(;(:D)<QIJ> Vo € %1.

Puis, étant donné X; : # — R", nous définissons X1 : A, — R” sur

Xis1(2) = Projs,) (Xi (Fi(2))) Vo € BB (1.1)

Par construction (par (1.1) et la définition de ¢), X; (Pi(x)) appartient a Oxpour toute
x € By
En conclusion, X = Xyest lisse sur B (0,,1) et satisfait 0, # X(z) € &(z)pour toute z €
B (0,,1).
Répétition de la construction sur les annulés B (0,,2) \B (0,,1), B (0,,3)\B (0,,2),..., on
obtient une section non nulle de A sur R™.

On prouve maintenant la proposition 1.1 par récurrence sur m. Soit A une distribution de
rang (m + 1) sur R™. D’aprés le lemme 1.2, elle admet une section non nulle X sur R™. La

cartographie multivaluée A : R — 28" Défini par

Az) = Alz) N {X(z)}* Vo eR"

est une distribution de rang m lisse (ici {X (x)}+ désigne 'espace qui est orthogonal a X (z)
par rapport au produit scalaire euclidien). Ainsi par induction, il existe des champs de vecteurs
lisses X',..., X™ qui engendrent A sur R™. La famille {X',..., X" X} est un cadre global

pour A.

Par construction (par (1.1) et la définition de ¢), X; (P;(x)) appartient & Ox pour toutex €

10



Préliminaires

Piy1. En conclusion, X = Xyest lisse sur B (0,, 1) et satisfait 0,, # X (x) € §(x)pour toute x €
B (0,,1). Répétition de la construction sur les annulés B (0,,,2) \B (0,,1), B (0,,,3)\B (0,,,2), ...,

on obtient une section non nulle de A sur R". O
On prouve maintenant la proposition 1.1 par récurrence sur m.

Proposition 1.2. |[1]
Soit A une distribution de rang m < n sur M. Alors il existe k = m(n + 1) champs de

vecteurs lisses X', ..., X" tels que {X*, ..., X*} est une famille génératrice pour A.[1]

Preuve Par définition, pour tout = € M, il existe un voisinage ouvert ¥, de x dans M et

m champs de vecteurs lisses X!, ..., X™ linéairement indépendant de ¥, tel que

Aly) = Span { X, (y),..., X' (y)} Yy €%

Puisque M est par a compact, il existe un revétement localement fini »" = {#;},_; ot chaque

ensemble ouvert ¥; est égal a ¥, pour certains x; € M

Remarque 1.1. [l]
Une famille finie de champs de vecteurs lisses {X Lo X k} est appelée famille génératrice

pour A sur M s’ily a :

A(z) = Span {X'(z),...,X"(z)} Va e M.

Remarque 1.2. |[l]
les champs de vecteurs d’une famille génératrice ne sont pas nécessairement linéairement

indépendants.

11



Préliminaires

1.2 Crochets de Lie de champs des vecteurs

[12]

On notera X (M) I'espace des champs de vecteurs C™ sur M. Soient X et Y deux champs
de vecteurs définis sur un ouvert de R™, ©f et ' leurs flots respectifs, supposés définis pour tout
temps.

Ces flots ne commutent généralement pas, ' o 9 # 1* o !, comme on le voit sur '’exemple
suivant :
0 0

X(l’,y) = 8_207 Y(I,y) - x2a_y'

Alors ¢ (z,y) = (x + t,y) et V*(z,y) = (z,y + s2?) dou ¢’ o p*(z,y) = (z + ¢,y + sx?) tandis
que Yo' (z,y) = (z +t,y + s(z +1)%).
On veut en général mesurer cette "non-commutativité" au premier ordre. Posons pour deux

champs de vecteurs X,Y définis sur une variété M.

Définition 1.1.
On pose [X,Y] = 4 (¢') * (X) |t:0' On appelle le champ de vecteurs [X, Y] le crochet de Lie

de X et Y.
Proposition 1.3.
(A) Si Dy est la dérivation associée a X, on a DxDy — Dy Dx = Dix y.
(B) [X,Y] =0 si et seulement si les champ de X et de Y commutent.
(C) [X,Y]=—-[Y,X],[X,)Y + 7] = [X,Y] + [X, Z], (antisymétrie et bilinéarité).
D) (X, Y. Z]|+[Z, [ X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0, (identité de Jacobi).

Démonstration.

e Pour le premier point (% (¥, DX)|t:0 = (%DW)*X)“:O = D(i(w)*x) = Dixy]-

dt [t=0

12
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Mais on a

(5 (. 0xf) = (Dx(Fo @) o))

|t=0 [t=0

= Dx (%f o (wt)) + % (Dx(he () ™)

|t=0 [t=0

= DxDyf —DyDxf.

car si ¢t est le flot de Y, (')~ est le flot de —Y vu que

0= 50" (W)ly = (50) L+ (S0 7)) =Y@) +5 @)L

|t=0

e Pour le second point supposons [X, Y] = 0, alors

= ()« @), (X = (), (X, ¥]) =0

t=0 t=0

d t+to
=7 (v"7), (X)

t=to

d t
T (v"), (X)

Cela montre que (¢'), (X) est indépendant de ¢, donc égal 4 Y.
L’égalité de leurs flots s’écrit ¢ o o o (W)_1 = * ce qui signifie que les flots de X et Y com-
mutent. Inversement si X et Y commutent, ¥ o " o (') = ¢, et Pégalité des générateurs

infinitésimaux de ces flots s’écrit (') * (X) =Y. 1l est alors clair que [X,Y] = 0.

e Le troisiéme point résulte immédiatement de (A). Puisque (1) x est linéaire, sa dérivée

par rapport a t 'est aussi, d’ou [X,Y + 7] = [X, Y]+ [X, 7]

e L’identité de Jacobi résulte de la formule (A).

Proposition 1.4.

Le crochet n’est pas associative.

Remarque 1.3.

13
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Si X, Y sont des champs de vecteurs sur R, on a

[X,Y] = dY (2)X (2) — dX (2)Y ().

Remarque 1.4. (Expression locale du crochet de deux champs de vecteurs).

Dans un systéme de coordonnées locales (z%), les composantes du champ [X, Y] s’écrivent :

X, Y] = X70,Y* - Yig; x*. (1.2)

1.3 Varité de Hormander

Une variété M est dite de Hormander s’ils existent 2n champs de vecteurs X, X5 ... Xs,
sont définis (localement) dans M o la condition de Hormander est vérifié
() Tout les champs de vecteurs Xi, X5 ... Xy, avec leurs crochets itérés [X;, Y;],[X;, [X;, Y]]
générent l'espace tangent en tout point de M.
- Hormander a prouvé que si (x) est vérifiée, alors I'opérateur L = 1/2(X? + ... + X3 ) est
hypoelliptique.
-Si le nombre maximal des crochet de Lie qui générent I’espace tangent en tout point est égal
a k — 1, alors 'opérateur L est dite de degré k.
- Si le dégré k = 2 la variété de Hormander est dite la variété de Heisenberg.

- La condition (*) est connue dans la géométrie sous-Riemannienne par le théoréme de Chow

(1]

1.4 Distribution non holonomique

Une distribution A sur M est dite totalement non holonomique sur M si pour chaque x € M,
il existe un voisinage ouvert ¥, de x dans M et une base local (X!,..., X™) sur ¥, qui

satisfait la condition de Hérmander sur #;. De plus, on appelle degré de non-holonomie (ou

14
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simplement degré) de A en x le plus petit entier r = r(z) > 1 tel que :

Lie" {X' ..., X"} (z) = Tx M.

Ces définitions sont intrinséques, elles ne dépendent pas du choix du cadre local X}, ... X™.

Ceci est une conséquence du résultat suivant : [1]

Proposition 1.5. |[1]
Soit {X*, ..., X™} {Y! ... Y™} deux familles de champs de vecteurs lisses linéairement
indépendants qui générent la méme distribution sur un ensemble ouvert & C M. Alors il vaut

pour tout entier k > 1,

Lie" {X',..., X"} (z) =Lie" {Y',...,Y"} (z) VzeO.

Exemple 1.2. []]
La distribution donnée dans 'exemple 1.1 est totalement non holonomique. On vérifie faci-

lement que

X,Y]=0., Vi,j=1,...,n,

ce qui signifie que A a le degré 2 .

1.5 Distribution nilpotence de classe c*

Nous incluons cette section ici pour clarifier la confusion qui peut se produire parfois entre la
classe de nilpotence d’une distribution, nous allons montrer que ce n’est pas toujours la méme
chose. la classe de nilpotence décrit la nature fonctionnelle de la distribution (type polynomial
,Ltype exponentiel, etc) alors que le pas décrit la non holomonie de la distribution pour les
groupes de lie nilpotents ces deux notions coincident .

Nous définissent les ensembles commutateurs itérés :

15
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cV ={[X,Y];X,Y e (D)}
c® ={[[X,Y],Z]; XY, Z e T(D)}

c® ={[(O),Z];Z e (D)}

ctH = {[c™ Z]: Z e T(D)},

C("est I’ensemble des champs de vecteurs.
définition la distribution D est dite nilpotente s’il existe un entier n > 1, tel que C™ = 0 c’est
a dire : toutes les n crochet de lie itérées s’annulent. Le plus petit entier n ayant cette propriété

est appelé la classe de nilpotence de Distribution D.[/]

1.6 Opérateurs sous-elliptiques

Définition 1.2. [10)]
Soit

X17X27 s 7Xm717Xm7

est m des champs de vecteurs linéairement indépendants sur R", avec m < n.

Iopérateur de la somme des carrés :

AX = %Zm:X127
=1

est un opérateur sous-elliptique avec n — m directions manquantes. 3]

16



Chapitre 2

Relation entre la non commutativité des

opérateurs[ X2, Y?] et le crochet de

lie| X, Y]

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur R™.

2.1 Distribution de classe C*) et exemple

Définition 2.1. Deux champs vecteur X et Y satisfont a la condition D1, au point p si

[Ik7 yk]p #0

[11] la distribution D = span X, Y est dite 91, distribution si [X?, Y?], # 0

1]

exemple 2.1 les champs de vecteurs

X =0, Y=0,+x0,

17



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X?, Y?] et le crochet de lie[ X, Y]

satisfont a la condition (91) partout sur R3. Ceci découle des relations

[X> Y] = az 7é 0
X?=0
Y? = 85 + 210,0, + 1202

[X?,Y?] = 40,0,0. + 207 + 420,02 # 0.

couvrent une distribution nilpotente avec une classe de nilpotence k = 2
XX, Y] =0, [V,[X,Y]| =0, but[X,Y]#0.

Considérons l'opérateur différentiel d’ordre n obtenu en itérant le méme champ vectoriel k fois
XF=X.. . X.

Commencons par observer que si les champs de vecteurs X et Y commutent, alors les opéra-
teurs X* et Y* commutent également.

[6] Cela peut étre écrit comme l'inclusion d’ensemble suivante

{p;[X,Y], =0} C {p; [X’“,Y’“}pzo}. (2.1)

Si les champs de vecteurs X et Y commutent alors X* et Y* commutent

2.2 démonstration de la propriété

On commence par le cas ot n = 2

utilisant XY =Y X

18



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X?, Y?] et le crochet de lie[ X, Y]

[8] on a :

X?Y? = XXYY
= XYXY
=YXXY
=YXYX
_y2x?2

pour n = k,

XYE=X. . XY..Y.

=X...YX.. . X.

=Y..YX.. . X =YFkX*

Exemple 2.1. Considérons les champs de vecteurs

X=08, Y=Y,

on a
X2 282
YV?=Y?9;
{X, Y]} =0

2 2 2 1292
{[X*Y?]} = [07,Y?02] =0
La contrapose de propriété

on a

{pi[X* Y], 0} € {m[X,Y], # 0}

Si X et Y sont(D)-champs vecteur implique que si les champs vecteurs, alors X et Y ne

19



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X?, Y?] et le crochet de lie[ X, Y]

commuter pas.

Exemple 2.2.
les champs de vecteurs

X =0, Y =0,+x0,

satisfont la condition (My) partout sur R3.

Ceci découle des relations

[X,Y] =0, #0
X2 — 82
V? =0 + 220,0, + 2707

[X?,Y?] = 40,0,0. + 202 + 420,07 # 0.

2.3 Remarque

Le contraire de la propriété n’est pas toujours vrai.

contre exemple

les champs de vecteurs

X =0, Y=(1+2z29)0,

satisfont la condition (M) partout sur R3.

Ceci découle des relations

[X,Y] = 220,

et :

[ X2, Y?] = 8x(1 4 2°)0,0; + (42° + 8z + 4)0;

20



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X?, Y?] et le crochet de lie[ X, Y]

Dans le points (0,y, z)
on a

[X,Y], =0 et [X2,Y2], £0

21



Chapitre 3

Condition suffisante de la non

commutativité de [X2,Y?] # 0

Dans cette partie nous allons présenter sous forme de théoréme une condition suffisante de

la non-commutativité de [X? Y?] # 0.

3.1 Condition suffisante de la non -commutativité de [X? Y?]

0

Théoréme 3.1. [13]

Tout distribution D = span{X, Y} avec une classe de nilpotence 2 est un (9y)-distribution.

3.2 démonstration du théoréme

Démonstration.

Puisque la classe de nilpotence de la distribution est 2 , nous avons

[X7 [Xv Y]] =0, [Yv [Y7 X]] =0, [X7 Y] # 0. (31)

22



la condition suffisante de la non commutativité de [X? Y?] # 0

Les deux premiéres relations de (3.1) deviennent avec une classe de nilpotence 2 est un

XY +YX?2=2XYX

Y2X + XY?2=2YXY

En multipliant & droite la relation (3.2) par Y et la relation (3.3) par X on obtient

X?Y? +YX?Y = 2(XY)?

Y2X2 4 XV2X = 2(V X)?

et en soustrayant, on obtient

(X2 V%] = X?Y? - Y?2X? = (2(XY)? - XY?X) — (2(YX)* - YX?Y)

=2{(XY)* = (YX)*} + (Y X?Y — XY?X)

En comparant (3.4) et (3.5) on obtient

XY2X —YX?Y =YX?Y - XY?X < XY?X = YX?Y,

et donc les relations (3.4) et (3.5) deviennent

(X2, V] =2{(XY)* = (YX)*}

Si on note A = XY et B =YX, utilisons (3.6) et (3.7) les opérateurs A et B commutent

AB = (XY)(YX) = XY2X =Y X2V = (YX)(XY) = BA
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la condition suffisante de la non commutativité de [X? Y?] # 0

et ensuite nous pouvons factoriser la différence des carrés A2 — B? = (A — B)(A + B). Alors la

relation (3.7) devient par factorisation relation (3.7)

[X2,V?] = 2(XY — Y X)(XY + YX) (3.8)

Nous allons montrer que XetY sont (91y)-les champs, c’est-a-dire. [X? Y?] # 0. Nous allons
poursuivre une preuve par contradiction en supposant que [X?,Y?] = 0. Alors la relation (3.8)
fournit

soit : XY =Y X =0, i.e., [X,Y] = 0, ce qui est en contradiction avec la derniére des relations

(3.1). ou: XY +YX =0, c’est-a-dire,

XY =-YX (3.9)

Le reste de la preuve consiste 4 montrer que (3.9) ne peut pas étre vrai. Par contradiction, nous

supposons que (3.9) est vrai. Alors

[X,Y]=XY - VX =2XY = 2V X (3.10)

Par conséquent, nous avons

X, [X, Y]] =0=[X,XY]=0=> X?Y = XYX
(3.11)

Y, [V, X]]=0=>[V,YX]=0=>V2X =YXV

En utilisant (3.10) et (3.11), nous avons

X[X,Y]=X(XY —-YX)=X?Y - XYX =0

Y[X,Y]=Y(XY - YX)=YXY - Y2X =0
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En combinant les deux derniéres relations, on obtient

(X, Y]? = [X,Y][X,Y] = (XY = YX)[X,Y]
= X(Y[X,Y]) - Y(X, [X,Y])

=0.

Par conséquent, [X,Y] = 0, ce qui est une contradiction. Il s’avére que (3.9) ne peut pas tenir.

I1 résulte que les champs de vecteurs X et Y span a (I1y)-distribution.

3.3 contre exemple et exemple sur le théorme

Contre-exemple :
Nous remarquons que le contraire du théoréme précédent ne tient pas, comme le montre le
contre-exemple suivant.
Soit X = O0,et Y = €0,
Puisque

[(X,Y]=¢€"0, #0, [X*Y?] =4e* (0] +0,0;) #0

la distribution span{X,Y }est un (9My)-distribution.

Cependant, cette distribution n’est pas nilpotente puisque

X, ... [X,[X, Y]] = €9,

Exemple 3.1.
Une classe importante de distributions avec la classe de nilpotence 2 sont les distributions

de type Heisenberg. Considérons les champs de vecteurs X, Y, T sur R3. Si

X,Y]=T, [X,T]=0, [Y,T]=0
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nous disons que D = span{X,Y} est une distribution tridimensionnelle de type Heisenberg.
Puisque

[[va]7X]:[T7X]:07 HX,YLY]Z[T,Y]:Q

il en résulte que D est une distribution nilpotente avec la classe de nilpotence 2 .

D’aprés le théoréme précédent, la distribution susmentionnée est une (M, )-distribution, c¢’est-
a-dire.

[X2,Y?] #0.

L’un des exemples classiques de champs de vecteurs ayant ces propriétés est le suivant

X =0,+2y0,, Y =0,—220,, T =—-40,.

Dans ce cas, nous avons également que X2 et Y2 ne sont pas commutés. Le kemel de chaleur
du Laplacien de Heisenberg 1 (X? +Y?) a été calculée dans [5] et [7].

Développements ultérieurs. Une question naturelle est de savoir si nous pouvons généraliser
le théoréme au cas de plus de deux champs de vecteurs. Une autre question est d’étudier le cas

de (M )-distributions.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail un outil trés important dans la géométrie différen-

tielle,distribution nilpotence.
Nous avons d’abord donné un rappel sur quelques aspects que nous avons jugé utiles afin

de permettre au lecteur du présent document une meilleure compréhension.

(C’est un nouveau domaine dans la géométrie différentielle Trés important
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