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Résumé

Dans ce mémoire on s'intéresse à l'étude de quelques propriétés de distribution niloptente

dans Rm .

l'objective est d'utilisé cette propriété pour véri�er la non commutativité de [X2, Y 2] tel que

D = span{X, Y }.

mots de clés : distribution ,champs des vecteurs ,crochet de lie

Abstract

In this thesis we are interested in the study of some niloptent distribution properties in Rm

.

the objective is to use this property to check the non commutativity of [X2, Y 2] such that

D = span{X, Y }.

Keywords :distribution ,vector �elds ,lie bracket
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Notation

Vx : voisinage ouvert de x dans M

[X, Y ] : le crochet de Lie de X et Y .

∆X = 1
2

∑m
i=1X

2
i :l'opérateur sous elliptique

TxM : l'espace tangent de dimension m.

B(0.1) : boule ouvert de centre 0et rayon 1

6



Introduction

la théorie des opérateur sous elliptiques L = X2
1 + . . . +X2

m dans Rm avec X1 . . . .Xm sont

des champs de vecteurs jouent un role primordial dans la géomètrie sous-Riemannienne, [4] la

question importante dans ce mémoire est la théorie de trouver les noyaux de la chaleur[3], la

méthode de trouver les noyaux de la chaleur dépendent de commutativité de carrée des champs

de vecteurs X1 . . . .Xm si les opérateurs commutent donc la valeur du noyaux de la chaleur est

le produit des noyau de la chaleur des opérateurs[6], sinon la formule de Toranter sera présentée

en utilisant la méthode des intégrales par partie. [2]

Dans ce travail, nous allons présenter d'O.Callin et de D.Cher chan, qui véri�ent la non-

commutativité de deux carrés de deux champs de vecteurs X. Y dans une distributionD =

span{X, Y }nilpotente de classe 2. Ce résultat o�re une excellente et description de trouver le

noyau de la chaleur L = x21 + . . .+ x2m.

Notre travail s'articule autour de trois points.

- 1er chapitre : il est consacré au rappels des notions de base essentielles à la compréhension de la

géométrie sous-Riemannienne, nous rappelons les dé�nitions de la structure sous-Riemannienne,

distribution, crochet de Lie, opérateur sous elliptique,...distribution nilpotente.

- 2 ème chapitre : il est consacré à préciser dé�nir la relation entre le crochet de Lie [x ;y]et

la non-commuatativité de l' opérateur [X2, Y 2] précisément nous allons montrer que dans Rm

l'équivalence n'est pas vraie.

- 3 ème chapitre : il constitue le coe du travail dont nous allons présenter sous forme de théo-

rème la condition su�sante de la non-commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Distribution

Dans ce chapitre on note M une variété lisse de dimension n > 2.

Une distribution ∆ de rang m ≤ n(m ≥ 1) sur M est un sous-�bré de rang m du �bré tangent

TM , c'est-à-dire une application lisse qui associe à chaque point x deM un sous-espace linéaire

∆(x) de l'espace tangent TxM de dimension m.[1]

En d'autres termes, pour chaque x ∈ M , il existe un voisinage ouvert Vx de x dans M et m

champs de vecteurs lisses X1
x, . . . , X

m
x linéairement indépendant de Vx tel que

∆(y) = Span
{
X1
x(y), . . . , X

m
x (y)

}
∀y ∈ Vx

Une telle famille de champs de vecteurs lisses est appelée base local dans Vx pour la distribution

∆.

Toutes les distributions qui seront considérées ultérieurement seront lisses de rang constant

m ∈ [1, n].

Exemple 1.1.

Dans R3 de coordonnées (x, y, z), la distribution ∆ générée par les champs de vecteurs X

et Y , soit

∆(x, y, z) = Span{X(x, y, z), Y (x, y, z)} ∀(x, y, z) ∈ R3,

8



Préliminaires

où

X = ∂x −
y

2
∂z et Y = ∂y +

x

2
∂z,

est une distribution de rang 2 sur R3.

Proposition 1.1. [1]

Toute distribution sur Rn admet une base globale.

Preuve Montrons d'abord comment construire une section non nulle d'une distribution

donnée sur Rn.

Lemme 1.1.

Soit ∆ être une distribution de rang m sur Rn.

Alors il existe un champ vecteur lisse non nul X tel que X(x) ∈ ∆(x), pour tout x ∈ Rn.

Démonstration. (Preuve du Lemme 1.1) Dé�nissons l'application multivaluée δ : Rn → 2R
n

par

δ(x) = {v ∈ ∆(x)||v |= 1} ∀x ∈ Rn

Par construction, δest localement Lipschitzienne par rapport à la distance de Hausdor� sur des

sous-ensembles compacts de Rn. Par compacité deB̄ (0n, 2), il y a ε ∈ (0, 1) telle que pour tout

x, y ∈ B̄ (0n, 2) avec |x− y| < ε,et n'importe quel v ∈ δ(x),il y a w ∈ δ(y) tel que |v − w| < 1.

Soit N ≥ 2 un entier tel que la suite croissante de boules B1, . . . ,BN Dé�nies par

Bi = B (0n, iε) ∀i = 1, . . . , N,

satisfait B̄ (0n, 1) ⊂ BN .

Pour chaque x ∈ Rn,on note Projδ(x) la projection sur la sphère de dimension (m−1) δ(x).Notez

que le map page Projδ(x)est bien dé�ni et "lisse" sur l'ensemble ouvert

Ox = {w ∈ Rn | ⟨v, w⟩ ≠ 0 for some v ∈ δ(x)}

9



Préliminaires

Pour chaque i ∈ {1, . . . , N − 1}, considérons une cartographie lisse Pi : Bi+1 → Bi tel que

|Pi(x)− x| < ε ∀x ∈ Bi+1,

tel que w̄ ∈ δ(0) est �xé.

On dé�nit le champ vectoriel X : B̄ (0n, 1) → Rn comme suit :

Nous �xons d'abord

X1(x) = Projδ(x)(w̄) ∀x ∈ B1.

Puis, étant donné Xi : B → Rn, nous dé�nissons Xi+1 : B+ → Rn sur

Xi+1(x) = Projδ(x) (Xi (Pi(x))) ∀x ∈ BBi+1 (1.1)

Par construction (par (1.1) et la dé�nition de ε), Xi (Pi(x)) appartient à OXpour toute

x ∈ Bi+1.

En conclusion, X = XNest lisse sur B̄ (0n, 1) et satisfait 0n ̸= X(x) ∈ δ(x)pour toute x ∈

B (0n, 1).

Répétition de la construction sur les annulés B (0n, 2) \B (0n, 1) , B (0n, 3) \B (0n, 2) , . . ., on

obtient une section non nulle de ∆ sur Rn.

On prouve maintenant la proposition 1.1 par récurrence sur m. Soit ∆ une distribution de

rang (m + 1) sur Rn. D'après le lemme 1.2, elle admet une section non nulle X sur Rn. La

cartographie multivaluée ∆̃ : Rn → 2R
n
Dé�ni par

∆̃(x) = ∆(x) ∩ {X(x)}⊥ ∀x ∈ Rn

est une distribution de rang m lisse (ici {X(x)}⊥ désigne l'espace qui est orthogonal à X(x)

par rapport au produit scalaire euclidien). Ainsi par induction, il existe des champs de vecteurs

lisses X1, . . . , Xm qui engendrent ∆̃ sur Rn. La famille {X1, . . . , Xm, X} est un cadre global

pour ∆.

Par construction (par (1.1) et la dé�nition de ε), Xi (Pi(x)) appartient à OX pour toutex ∈

10



Préliminaires

Bi+1. En conclusion, X = XNest lisse sur B̄ (0n, 1) et satisfait 0n ̸= X(x) ∈ δ(x)pour toute x ∈

B (0n, 1). Répétition de la construction sur les annulésB (0n, 2) \B (0n, 1) , B (0n, 3) \B (0n, 2) , . . .,

on obtient une section non nulle de ∆ sur Rn.

On prouve maintenant la proposition 1.1 par récurrence sur m.

Proposition 1.2. [1]

Soit ∆ une distribution de rang m ≤ n sur M . Alors il existe k = m(n + 1) champs de

vecteurs lisses X1, . . . , Xk tels que
{
X1, . . . , Xk

}
est une famille génératrice pour ∆.[1]

Preuve Par dé�nition, pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert Vx de x dans M et

m champs de vecteurs lisses X1
x, . . . , X

m
x linéairement indépendant de Vx tel que

∆(y) = Span
{
X1
x(y), . . . , X

m
x (y)

}
∀y ∈ Vx

Puisque M est par a compact, il existe un revêtement localement �ni V = {Vi}i∈I où chaque

ensemble ouvert Vi est égal à Vxi pour certains xi ∈M

Remarque 1.1. [1]

Une famille �nie de champs de vecteurs lisses
{
X1, . . . , Xk

}
est appelée famille génératrice

pour ∆ sur M s'il y a :

∆(x) = Span
{
X1(x), . . . , Xk(x)

}
∀x ∈M.

Remarque 1.2. [1]

les champs de vecteurs d'une famille génératrice ne sont pas nécessairement linéairement

indépendants.
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Préliminaires

1.2 Crochets de Lie de champs des vecteurs

[12]

On notera X∞(M) l'espace des champs de vecteurs C∞ sur M . Soient X et Y deux champs

de vecteurs dé�nis sur un ouvert de Rn, φt et ψt leurs �ots respectifs, supposés dé�nis pour tout

temps.

Ces �ots ne commutent généralement pas, φt ◦ ψs ̸= ψs ◦ φt, comme on le voit sur l'exemple

suivant :

X(x, y) =
∂

∂x
, Y (x, y) = x2

∂

∂y
.

Alors φt(x, y) = (x+ t, y) et ψs(x, y) = (x, y + sx2) d'où φt ◦ ψs(x, y) = (x+ t, y + sx2) tandis

que ψsφt(x, y) = (x+ t, y + s(x+ t)2).

On veut en général mesurer cette "non-commutativité" au premier ordre. Posons pour deux

champs de vecteurs X, Y dé�nis sur une variété M .

Dé�nition 1.1.

On pose [X, Y ] = d
d
(ψt) ∗ (X)

∣∣
t=0

. On appelle le champ de vecteurs [X, Y ] le crochet de Lie

de X et Y .

Proposition 1.3.

(A) Si DX est la dérivation associée à X, on a DXDY −DYDX = D[X,Y ].

(B) [X, Y ] = 0 si et seulement si les champ de X et de Y commutent.

(C) [X, Y ] = −[Y,X], [X, Y + Z] = [X, Y ] + [X,Z], (antisymétrie et bilinéarité).

(D) [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0, (identité de Jacobi).

Démonstration.

• Pour le premier point
(
d
dt
(ψt)∗DX

)
|t=0

=
(
d
dt
D(ψt)∗X

)
|t=0

= D( d
dt
(ψt)∗X)|t=0

= D[X,Y ].

12



Préliminaires

Mais on a

(
d

dt

(
ψt
)
∗DXf

)
|t=0

=
d

dt

(
DX

(
f ◦

(
ψt
))

◦
(
ψt
)−1

)
|t=0

= DX

(
d

dt
f ◦

(
ψt
))

|t=0

+
d

dt

(
DX(f) ◦

(
ψt
)−1

)
|t=0

= DXDY f −DYDXf.

car si ψt est le �ot de Y, (ψt)−1 est le �ot de −Y vu que

0 = d
dt
ψt (ψt)

−1
|t=0 =

(
d
dt
ψt
)
t=0

+
(
d
dt
(ψt)

−1
)
|t=0

= Y (x) + d
dt
(ψt)

−1
|t=0 .

• Pour le second point supposons [X, Y ] = 0, alors

d

dt

(
ψt
)
∗ (X)

∣∣∣∣
t=t0

=
d

dt

(
ψt+t0

)
∗ (X)

∣∣∣∣
t=0

=
(
ψt0

)
∗ d

dt

(
ψt
)
∗ (X)

∣∣∣∣
t=0

=
(
ψt0

)
∗ ([X, Y ]) = 0.

Cela montre que (ψt) , (X) est indépendant de t, donc égal à Y .

L'égalité de leurs �ots s'écrit ψt ◦ φs ◦ (ψt)−1
= φ∗ ce qui signi�e que les �ots de X et Y com-

mutent. Inversement si X et Y commutent, ψt ◦ φn ◦ (ψt)−1
= φn, et l'égalité des générateurs

in�nitésimaux de ces �ots s'écrit (ψt) ∗ (X) = Y . Il est alors clair que [X, Y ] = 0.

• Le troisième point résulte immédiatement de (A). Puisque (ψt) ∗ est linéaire, sa dérivée

par rapport à t l'est aussi, d'où [X, Y + Z] = [X, Y ] + [X,Z]

• L'identité de Jacobi résulte de la formule (A).

Proposition 1.4.

Le crochet n'est pas associative.

Remarque 1.3.
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Préliminaires

Si X, Y sont des champs de vecteurs sur Rn, on a

[X, Y ] = dY (x)X(x)− dX(x)Y (x).

Remarque 1.4. (Expression locale du crochet de deux champs de vecteurs).

Dans un système de coordonnées locales (xi), les composantes du champ [X, Y ] s'écrivent :

[X, Y ]k = Xj∂jY
k − Y j∂jX

k. (1.2)

1.3 Varité de Hörmander

Une variété M est dite de Hormander s'ils existent 2n champs de vecteurs X1, X2 . . . X2n

sont dé�nis (localement) dans M où la condition de Hormander est véri�é

(∗) Tout les champs de vecteurs X1, X2 . . . X2n avec leurs crochets itérés [Xi, Yi],[Xi, [Xj, Yk]]

génèrent l'espace tangent en tout point de M.

- Hormander a prouvé que si (∗) est véri�ée, alors l'opérateur L = 1/2(X2
1 + . . . + X2

2n) est

hypoelliptique.

-Si le nombre maximal des crochet de Lie qui génèrent l'espace tangent en tout point est égal

à k − 1, alors l'opérateur L est dite de degré k.

- Si le dégré k = 2 la variété de Hormander est dite la variété de Heisenberg.

- La condition (∗) est connue dans la géométrie sous-Riemannienne par le théorème de Chow

[14]

1.4 Distribution non holonomique

Une distribution∆ surM est dite totalement non holonomique surM si pour chaque x ∈M ,

il existe un voisinage ouvert Vx de x dans M et une base local (X1
x, . . . , X

m
x ) sur Vx qui

satisfait la condition de Hörmander sur Vx. De plus, on appelle degré de non-holonomie (ou

14



Préliminaires

simplement degré) de ∆ en x le plus petit entier r = r(x) ≥ 1 tel que :

Lier
{
X1, . . . , Xm

}
(x) = TXM.

Ces dé�nitions sont intrinsèques, elles ne dépendent pas du choix du cadre local X1
x, . . . , X

m
x .

Ceci est une conséquence du résultat suivant : [1]

Proposition 1.5. [1]

Soit {X1, . . . , Xm} , {Y 1, . . . , Y m} deux familles de champs de vecteurs lisses linéairement

indépendants qui génèrent la même distribution sur un ensemble ouvert O ⊂ M . Alors il vaut

pour tout entier k ≥ 1,

Liek
{
X1, . . . , Xm

}
(x) = Liek

{
Y 1, . . . , Y m

}
(x) ∀x ∈ O.

Exemple 1.2. [1]

La distribution donnée dans l'exemple 1.1 est totalement non holonomique. On véri�e faci-

lement que

[X, Y ] = ∂z ∀i, j = 1, . . . , n,

ce qui signi�e que ∆ a le degré 2 .

1.5 Distribution nilpotence de classe ck

Nous incluons cette section ici pour clari�er la confusion qui peut se produire parfois entre la

classe de nilpotence d'une distribution, nous allons montrer que ce n'est pas toujours la même

chose. la classe de nilpotence décrit la nature fonctionnelle de la distribution (type polynomial

,type exponentiel, etc) alors que le pas décrit la non holomonie de la distribution pour les

groupes de lie nilpotents ces deux notions coïncident .

Nous dé�nissent les ensembles commutateurs itérés :

15



Préliminaires

C(1) = {[X, Y ];X, Y ∈ Γ(D)}

C(2) = {[[X, Y ], Z];X, Y, Z ∈ Γ(D)}

C(2) = {[(C)(1), Z];Z ∈ Γ(D)}

...

C(n+1) = {[C(n), Z];Z ∈ Γ(D)},

C(nest l'ensemble des champs de vecteurs.

dé�nition la distribution D est dite nilpotente s'il existe un entier n ≥ 1, tel que C(n) = 0 c'est

à dire : toutes les n crochet de lie itérées s'annulent. Le plus petit entier n ayant cette propriété

est appelé la classe de nilpotence de Distribution D.[4]

1.6 Opérateurs sous-elliptiques

Dé�nition 1.2. [10]

Soit

X1, X2, . . . , Xm−1, Xm,

est m des champs de vecteurs linéairement indépendants sur Rn, avec m < n.

l'opérateur de la somme des carrés :

∆X =
1

2

m∑
i=1

X2
i ,

est un opérateur sous-elliptique avec n−m directions manquantes.[8]
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Chapitre 2

Relation entre la non commutativité des

opérateurs[X2, Y 2] et le crochet de

lie[X, Y ]

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur Rm.

2.1 Distribution de classe C(k) et exemple

Dé�nition 2.1. Deux champs vecteur X et Y satisfont à la condition Nk au point p si

[xk, yk]p ̸= 0

[14] la distribution D = spanX, Y est dite N2 distribution si [X2, Y 2]p ̸= 0

[9]

exemple 2.1 les champs de vecteurs

X = ∂x, Y = ∂y + x∂z

17



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X2, Y 2] et le crochet de lie[X, Y ]

satisfont à la condition (N2) partout sur R3. Ceci découle des relations

[X, Y ] = ∂z ̸= 0

X2 = ∂2z

Y 2 = ∂2y + 2x∂y∂z + x2∂2z[
X2, Y 2

]
= 4∂x∂y∂z + 2∂2z + 4x∂x∂

2
z ̸= 0.

couvrent une distribution nilpotente avec une classe de nilpotence k = 2

[X, [X, Y ]] = 0, [Y, [X, Y ]] = 0, but [X, Y ] ̸= 0.

Considérons l'opérateur di�érentiel d'ordre n obtenu en itérant le même champ vectoriel k fois

Xk = X . . .X.

Commençons par observer que si les champs de vecteurs X et Y commutent, alors les opéra-

teurs Xk et Y k commutent également.

[6] Cela peut être écrit comme l'inclusion d'ensemble suivante

{p; [X, Y ]p = 0} ⊆
{
p;
[
Xk, Y k

]
p
= 0

}
. (2.1)

Si les champs de vecteurs X et Y commutent alors Xk et Y k commutent

2.2 démonstration de la propriété

On commence par le cas où n = 2

utilisant XY = Y X
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La relation entre la non commutativité des opérateurs[X2, Y 2] et le crochet de lie[X, Y ]

[8] on a :

X2Y 2 = XXY Y

= XYXY

= Y XXY

= Y XY X

= Y 2X2

pour n = k,

XkY k = X . . .XY . . . Y.

= X . . . Y X . . .X.

...

= Y . . . Y X . . .X. = Y kXk

.

Exemple 2.1. Considérons les champs de vecteurs

X = ∂x Y = Y ∂y

on a

X2 = ∂2x

Y 2 = Y 2∂2y

{[X, Y ]} = 0

{
[
X2, Y 2

]
} =

[
∂2x, Y

2∂2y
]
= 0

La contrapose de propriété

on a {
p;
[
Xk, Y k

]
p
̸= 0

}
⊂ {p; [X, Y ]p ̸= 0}

i.e

Si X et Y sont(Nk)-champs vecteur implique que si les champs vecteurs, alors X et Y ne
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commuter pas.

Exemple 2.2.

les champs de vecteurs

X = ∂x, Y = ∂y + x∂z

satisfont la condition (N2) partout sur R3.

Ceci découle des relations

[X, Y ] = ∂z ̸= 0

X2 = ∂2z

Y 2 = ∂2y + 2x∂y∂z + x2∂2z[
X2, Y 2

]
= 4∂x∂y∂z + 2∂2z + 4x∂x∂

2
z ̸= 0.

2.3 Remarque

Le contraire de la propriété n'est pas toujours vrai.

contre exemple

les champs de vecteurs

X = ∂x, Y = (1 + x2)∂z

satisfont la condition (N2) partout sur R3.

Ceci découle des relations

[X, Y ] = 2x∂y

et :

[
X2, Y 2

]
= 8x(1 + x2)∂x∂

2
y + (4x2 + 8x+ 4)∂2y

20



La relation entre la non commutativité des opérateurs[X2, Y 2] et le crochet de lie[X, Y ]

Dans le points (0, y, z)

on a

[X, Y ]p = 0 et [X2, Y 2]p ̸= 0
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Chapitre 3

Condition su�sante de la non

commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0

Dans cette partie nous allons présenter sous forme de théorème une condition su�sante de

la non-commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0.

3.1 Condition su�sante de la non -commutativité de [X2, Y 2] ̸=

0

Théorème 3.1. [13]

Tout distribution D = span{X, Y } avec une classe de nilpotence 2 est un (N2)-distribution.

3.2 démonstration du théorème

Démonstration.

Puisque la classe de nilpotence de la distribution est 2 , nous avons

[X, [X, Y ]] = 0, [Y, [Y,X]] = 0, [X, Y ] ̸= 0. (3.1)
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la condition su�sante de la non commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0

Les deux premières relations de (3.1) deviennent avec une classe de nilpotence 2 est un

X2Y + Y X2 = 2XYX (3.2)

Y 2X +XY 2 = 2Y XY (3.3)

En multipliant à droite la relation (3.2) par Y et la relation (3.3) par X on obtient

X2Y 2 + Y X2Y = 2(XY )2 (3.4)

Y 2X2 +XY 2X = 2(Y X)2 (3.5)

et en soustrayant, on obtient

[
X2, Y 2

]
= X2Y 2 − Y 2X2 =

(
2(XY )2 −XY 2X

)
−

(
2(Y X)2 − Y X2Y

)
= 2

{
(XY )2 − (Y X)2

}
+
(
Y X2Y −XY 2X

)
En comparant (3.4) et (3.5) on obtient

XY 2X − Y X2Y = Y X2Y −XY 2X ⇐⇒ XY 2X = Y X2Y , (3.6)

et donc les relations (3.4) et (3.5) deviennent

[
X2, Y 2

]
= 2

{
(XY )2 − (Y X)2

}
(3.7)

Si on note A = XY et B = Y X, utilisons (3.6) et (3.7) les opérateurs A et B commutent

AB = (XY )(Y X) = XY 2X = Y X2Y = (Y X)(XY ) = BA
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la condition su�sante de la non commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0

et ensuite nous pouvons factoriser la di�érence des carrés A2 −B2 = (A−B)(A+B). Alors la

relation (3.7) devient par factorisation relation (3.7)

[
X2, Y 2

]
= 2(XY − Y X)(XY + Y X) (3.8)

Nous allons montrer que XetY sont (N2)-les champs, c'est-à-dire. [X2, Y 2] ̸= 0. Nous allons

poursuivre une preuve par contradiction en supposant que [X2, Y 2] = 0. Alors la relation (3.8)

fournit

soit : XY −Y X = 0, i.e., [X, Y ] = 0, ce qui est en contradiction avec la dernière des relations

(3.1). ou : XY + Y X = 0, c'est-à-dire,

XY = −Y X (3.9)

Le reste de la preuve consiste à montrer que (3.9) ne peut pas être vrai. Par contradiction, nous

supposons que (3.9) est vrai. Alors

[X, Y ] = XY − Y X = 2XY = −2Y X (3.10)

Par conséquent, nous avons

[X, [X, Y ]] = 0 =⇒ [X,XY ] = 0 =⇒ X2Y = XYX

[Y, [Y,X]] = 0 =⇒ [Y, Y X] = 0 =⇒ Y 2X = Y XY

(3.11)

En utilisant (3.10) et (3.11), nous avons

X[X, Y ] = X(XY − Y X) = X2Y −XYX = 0

Y [X, Y ] = Y (XY − Y X) = Y XY − Y 2X = 0

24



la condition su�sante de la non commutativité de [X2, Y 2] ̸= 0

En combinant les deux dernières relations, on obtient

[X, Y ]2 = [X, Y ][X, Y ] = (XY − Y X)[X, Y ]

= X(Y [X, Y ])− Y (X, [X, Y ])

= 0.

Par conséquent, [X, Y ] = 0, ce qui est une contradiction. Il s'avère que (3.9) ne peut pas tenir.

Il résulte que les champs de vecteurs X et Y span a (N2)-distribution.

3.3 contre exemple et exemple sur le théorme

Contre-exemple :

Nous remarquons que le contraire du théorème précédent ne tient pas, comme le montre le

contre-exemple suivant.

Soit X = ∂xet Y = ex∂y.

Puisque

[X, Y ] = ex∂y ̸= 0,
[
X2, Y 2

]
= 4e2x

(
∂2y + ∂x∂

2
y

)
̸= 0

la distribution span{X, Y }est un (N2)-distribution.

Cependant, cette distribution n'est pas nilpotente puisque

[X, . . . [X, [X, Y ]]] = ex∂y

Exemple 3.1.

Une classe importante de distributions avec la classe de nilpotence 2 sont les distributions

de type Heisenberg. Considérons les champs de vecteurs X, Y, T sur R3. Si

[X, Y ] = T, [X,T ] = 0, [Y, T ] = 0
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nous disons que D = span{X, Y } est une distribution tridimensionnelle de type Heisenberg.

Puisque

[[X, Y ], X] = [T,X] = 0, [[X, Y ], Y ] = [T, Y ] = 0,

il en résulte que D est une distribution nilpotente avec la classe de nilpotence 2 .

D'après le théorème précédent, la distribution susmentionnée est une (N2)-distribution, c'est-

à-dire.

[X2, Y 2] ̸= 0.

L'un des exemples classiques de champs de vecteurs ayant ces propriétés est le suivant

X = ∂x + 2y∂z, Y = ∂y − 2x∂z, T = −4∂z.

Dans ce cas, nous avons également que X2 et Y 2 ne sont pas commutés. Le kemel de chaleur

du Laplacien de Heisenberg 1
2
(X2 + Y 2) a été calculée dans [5] et [7].

Développements ultérieurs. Une question naturelle est de savoir si nous pouvons généraliser

le théorème au cas de plus de deux champs de vecteurs. Une autre question est d'étudier le cas

de (Nk)-distributions.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail un outil très important dans la géométrie di�éren-

tielle,distribution nilpotence.

Nous avons d'abord donné un rappel sur quelques aspects que nous avons jugé utiles a�n

de permettre au lecteur du présent document une meilleure compréhension.

C'est un nouveau domaine dans la géométrie di�érentielle Très important
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