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Introduction

Il est bien connu que la fonction exponentielle t 7−→ exp(ta) est la solution unique sur R de
l'équation di�érentielle x′ = ax avec la condition initiale x(0) = 1.

L'importance des fonctions exponentielles a connu une grande croissance après l'année 1888,
quand les grands mathématiciens,entre autre Peano a eu l'inspiration d'écrire la solution du
problème de Cauchy vectoriel :

x′ = Ax
x(0) = I

où A est une matrice quadratique, sous la forme :

t 7−→ exp(tA) =
∞∑
n=0

tnAn

n!

Ce résultat a été étendu aux équations di�érentielles opératorielles X ′ = AX, où A est
un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour solution fondamentale la
fonction exponentielle t 7−→ exp(tA).

La dé�nition d'une fonction exponentielle comme une solution de l'équation x′ = Ax a
donné naissance aux semi-groupes de classe C0

Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de classe C0 dans les espaces de Banach
sont donnés par Hille[11] [12] [13] , Yosida [25] [26], Feller [8] [9], Miyadera [20] [21] et Phillips
[22] [10] .

La généralisation des semi-groupes de classe C0 est marqué par l'introduction des semi-
groupes intégrés . Dans la théorie des semi-groupes intégrés un rôle important revient à un
théorème classique de représentation de la transformée de Laplace pour une fonction avec va-
leurs réelles, prouvé par Widder [23] [24].

Malheureusement, dans 1960 Zaidman [27] a prouvé que le théorème de Widder ne peut
être étendu aux fonctions à valeurs dans un espace de Banach arbitraire. Di�cilement, en 1987
Arendt [4] a prouvé une version � intégré � du théorème de Widder pour des fonctions à va-
leurs dans un espace de Banach, avec lequel il a obtenu une caractérisation complète pour le
générateur d'un semi-groupe intégré. Dans le cas des semi-groupes intégrés on peut voir que le
générateur n'est pas nécessairement à domaine dense, comme on peut le voir dans les nombreux
travaux parus dans les dernières décennies sur ce sujet.

5



Le présent mémoire est consacré à l'étude des deux classes des semi-groupes d'opérateurs
linéaires , ce sont les semi-groupes fortement continus et intégrés et leurs propriétés.Il est com-
posé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle les principales notions utiles tout le long de ce travail
à savoir sur les espaces de Banach et de Hilbert,et quelques propriétés des opérateurs linéaires.

Le second chapitre est consacré à l'étude des semi-groupes fortement continus d'opérateurs
linéaires sur un espace de Banach et leurs propriétés générales et spectrales

Dans le troisième chapitre, on va introduire les semi-groupes intégrés ainsi que leurs pro-
priétés générales et spectrales.

En�n dans le dernier chapitre, on donne quelques applications des semi-groupes dans la
résolution des équations et inclusions di�érentielles fonctionnelles illustrés par des exemples.
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Chapitre 1

Notions générales

1.1 Rappel sur les espaces de Banach et de Hilbert

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions et dé�nitions que nous allons les utiliser
au cours de ce travail.

1.1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1 [5] On appelle norme une application ‖.‖ : x ∈ E 7→ ‖x‖ ∈ R+ qui véri�e :
1)‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0
2)∀λ ∈ Ket∀x ∈ Eon a :‖λx‖ = |λ|.‖x‖
3) ∀x, y ∈ E on a :‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖

Dé�nition 1.1.2 [5]

Soit X un espace vectoriel normé.

X est de Banach s'il est complet.

Proposition 1.1.1 [5]
Les espaces vectoriels normés de dimension �nie sur K = Rou C sont des Banach

1.1.2 Espace de Hilbert

Produit scalaire :[17] soit E un K.espace.vectoriel (K= R ou C)
On appelle produit scalaire sur E une application f : E × E −→ K possédant les propriétés
suivantes :

1. f(x+ x′, y) = f(x, y) + f(x′, y)

2. f(λx, y) = λ.f(x, y)

3. f(y, x) = f(x, y)

4. f(x, x) ≥ 0
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5. f(x, x) = 0⇔ x = 0

∀x, x′, y ∈ E, λ ∈ K
Espace préhilbertien :[17]

Le produit scalaire dé�ni sur un espace vectoriel E induit une norme sur
E : x 7−→< x, x >1/2= ‖x‖ dans ce cas l'espace est dit préhilbertien

Dé�nition 1.1.3 [17]

Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet.

1.2 Opérateurs linéaires

Soient H et H ′ deux espaces de Hilbert sur C

Dé�nition 1.2.1 [7]

Toute application linéaire continue T : H −→ H ′ s'appelle un opérateur.

L'espace vectoriel L(H,H ′) des applications linéaires continues de H dans H ′ est l'espace
des opérateurs de H dans H ′

Un opérateur linéaire sur H est la donnée d'un couple (T, D(T)) où :
• D(T) est un sous-espace vectoriel de H appelé domaine
•T : D(T ) −→ H est une application linéaire.

Notations :[7]

1. Pour alléger les écritures, l'image d'un vecteur x ∈ H par l'opérateur T ∈ L(H,H ′) sera
généralement notée Txmais la notation traditionnelle T (x) sera parfois utilisée également.

2. La norme de T est le nombre : ‖T‖ = sup
‖x‖≥1

‖Tx‖H′

c'est la norme usuelle assujettie aux normes de H et H ′

3. On notera Ker T le noyau de l'opérateur T i.e : Ker T ={x ∈ H;Tx = 0}.

4. Im T désignera le sous-espace de H ′ image de H par T. On le notera aussi T(H).
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Inverse d'un opérateur :
Soient H et H ′ des espaces de Hilbert et A ∈ L(H,H ′) un opérateur.

Dé�nition 1.2.2 [7]

On dit que A est inversible s'il existe B ∈ L(H ′, H) tel que :
A ◦B = IH′ et B ◦ A = IH

Où IH (resp. IH′) est l'opérateur identité de H (resp. de H ′). Un tel opérateur B (lorsqu'il
existe) est unique. On l'appelle opérateur inverse de A ou plus simplement inverse de A et on
le note : B = A−1

Théorème 1.2.1 [7]

Soit T ∈ L(H).

si dim(H) est �nie alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) T est inversible.

2) T est injectif.

3) T est surjectif.

4) T admet un inverse à droite (i.e : il existe U ∈ L(H) tel que T ◦ U = IH).

5) T admet un inverse à gauche (i.e : il existe V ∈ L(H) tel que V ◦ T = IH).

Opérateur linéaire borné :

Soient E et F deux espaces de Banach
On appelle un opérateur linéaire borné de E dans F toute application linéaire continue de E
dans F.

Si E=F , alors l'ensemble des opérateurs linéaires bornés est noté : B(E)

Dé�nitions :[6]

1. Le graphe d'un opérateur (T,D(T)) est le sous-espace de H ×H donné par :
Γ(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )} ⊂ H ×H.

2. Extension : Soient S et T deux opérateurs et soient D(T), D(S) leurs domaines respec-
tifs.
On dit que (S,D(S)) est une extension de (T,D(T)) si D(T ) ⊂ D(S) et Tx = Sx pour
tout x ∈ D(T ), (Autrement dit, Γ(T ) ⊂ Γ(S)).

3. On dit que (T,D(T)) est fermé si son graphe Γ(T ) est un fermé de H ×H.
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4. On dit qu'un opérateur (T,D(T)) est fermable s'il possède une extension fermée.

Soient X un espace de Banach, B(X) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés dé�nis sur
X et T ∈ B(X).

Dé�nition 1.2.3 [14] L'ensemble :

ρ(T ) = {λ ∈ C tel que : (λI − T )−1 est inversible dans B }
S'appelle l'ensemble résolvant de T ∈ B

Dé�nition 1.2.4 [14]

L'application :

R(., T ) : ρ(T ) −→ B
R(λ, T ) = (λI − T )−1

S'appelle la résolvante de T

Proposition 1.2.1 [14]

La résolvante d'un opérateur linéaire T ∈ B , admet les propriétés suivantes :

1. Si λ, µ ∈ ρ(T ) , alors :

R(λ, T )−R(µ, T ) = (µ− λ)R(λ, T )R(µ, T ) ;

2. R(., T ) est une application analytique sur ρ(T ) ;

3. Si λ ∈ C et |λ| > ‖T‖ , alors λ ∈ ρ(T ) et nous avons : R(λ, T ) =
∞∑
n=0

T n

λn+1
;

4. Nous avons :
∂nR(λ, T )

∂λn
= (−1)nn!R(λ, T )n+1

∀n ∈ N∗ et λ ∈ ρ(T ) .

Dé�nition 1.2.5 [14]

L'ensemble σ(T ) = C− ρ(T ) s'appelle le spectre de T ∈ B

Proposition 1.2.2 [14]

λ ∈ σ(T )⇐⇒ (λ− IT ) n'est pas inversible.

Dé�nition 1.2.6 [14] Pour un opérateur T ∈ B(X), le nombre

r(T ) = sup
λ∈σ(T )

|λ|

s'appelle le rayon spectrale de T.
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Chapitre 2

Semi-groupes fortement continus

Nous savons que l'équation u′(t) − Au(t) = f(t) avec u(0) = u0, où A une matrice carrée

d'ordre n, admet comme solution : u(t) = A(t0)u0 +

∫ t

t0

A(t−s).f(s)ds .

Les mathématiciens se sont demandés qu'elle sera la solution d'une équation pareil, si l'es-
pace est de dimension in�ni, est c'est l'idée des semi-groupes.

Dans la suite, on note X l'espace de Banach , B(X) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés
dé�nis sur X et par I l'opérateur identité .

2.1 Dé�nition

Dé�nition 2.1.1 [18] Dans un espace de Banach X, une famille d'opérateurs linéaires bornés(
S(t)

)
t≥0

tel que : S(t) : X −→ X et dépend du paramètre t ≥ 0, forme un semi-groupe forte-

ment continu (ou C0 semi- groupes) si :

1. S(0) = IX où I est l'opérateur identique de X dans X.

2. S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) ∀t1, t2 ∈ [0,∞[ .

3. ‖S(t)x− x‖X −→ 0 quand : t −→ 0+,∀x ∈ X

Dé�nition 2.1.2 [18] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe, on dit que
(
S(t)

)
t≥0

est un semi-groupe

fortement continus si :

‖S(t+ s)x− S(s)x‖X −→ 0 quand : t −→ 0,∀x ∈ X et s ∈ [0,+∞[ .

Exemple 2.1.1 [18] Considérons l'espace Lp(]0,∞)), 1 ≤ p ≤ ∞, avec la norme :

‖f‖p =
(∫ ∞

0

|f(α)|p∂α
) 1

p

Avec cette norme, Lp(]0,∞)), 1 ≤ p <∞, est un espace de Banach. Dé�nissons :
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(S(t)f)(α) = f(t+ α),∀t ≥ 0 et α ∈]0,∞)

Nous avons :

‖S(t)f‖p =
(∫ ∞

0

|(S(t)f)(α)|p∂α
) 1

p
=
(∫ ∞

0

|f(α + t)|p∂α
) 1

p
=
(∫ ∞

t

|f(β)|p∂β
) 1

p ≤(∫ ∞
0

|f(β)|p∂β
) 1

p
= ‖f‖p

Donc :‖S(t)‖ = 1,∀t ≥ 0.

Il est évident que S(0) = I et S(t+ s) = S(t)S(s),∀t, s ≥ 0.

De plus, on a :

lim
t→0
‖S(t)f − f‖p = lim

t→0

(∫ ∞
0

|(S(t)f)(α)− f(α)|p∂α
) 1

p
= lim

t→0

(∫ ∞
0

|f(α+ t)− f(α)|p∂α
) 1

p
= 0

Par suite
(
S(t)

)
t≥0

est un C0-semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés sur Lp(]0,∞)).

2.2 Générateur in�nitésimal d'un semi-groupe fortement

continu

Dé�nition 2.2.1 [18] On appelle générateur in�nitésimal d'un semi-groupe fortement continu(
S(t)

)
t≥0

, l'opérateur linéaire :

A : X −→ X où D(A) = {x tel que : lim
t→0

S(t)x− x
t

, existe }

Ax = lim
t→0

S(t)x− x
t

Remarque 2.2.1 [18]
En général, le générateur in�nitésimal A d'un semi-groupe est un opérateur non borné, mais il
détermine toujours univoquement le semi-groupe.

Exemple 2.2.1 Si A est un opérateur borné dans X , La famille d'opérateurs
(
S(t)

)
t≥0

:

S(t) = exp(tA) est un semi-groupe fortement continu engendré par A.

Proposition 2.2.1 [18]

Soit (A,D(A)) le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe S(t), t ≥ 0 :

Le domaine D(A) est l'ensemble des vecteurs x ∈ X tel que t 7→ S(t)x est continument
dérivable dans [0,∞) .

Proposition 2.2.2 [18]

Si (A,D(A)) est le générateur in�nitésimal d'un semi -groupe
(
S(t)

)
t≥0

, alors (A, D(A))

est fermé et D(A) est dense dans X : D(A) = X
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2.3 Propriétés générales des semi-groupe fortement conti-

nus

Ce qui suit, nous allons donner quelques propriétés des C0-semi-groupes

Lemme 2.3.1 [18] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe fortement continus alors il existe une constante

M ≥ 1 et ω ∈ R
tel que :

‖S(t)‖ ≤M. exp(ω.t),∀t ∈ [0,+∞[ .

Le cas de ω = 0, (‖S(t)‖ ≤M).S(t) est un semi-groupe borné.

Le cas de ω = 0 et M = 1(‖S(t)‖ ≤ 1).S(t) est un semi-groupe de contraction.

Lemme 2.3.2 [18] Si
(
S(t)

)
t≥0

est un semi-groupe fortement continu a l'origine admettant

une majoration :
‖S(t)‖ ≤M. exp(ω.t),∀t ∈ [0,+∞[ , alors S(t) est fortement continu.

Corollaire 2.3.1 [18]

Si
(
S(t)

)
t≥0

est un C0-semi-groupe, alors l'application :

[0,∞) 3 t 7−→ S(t)x ∈ X

est continue sur [0,∞) , quel que soit x ∈ X

Dé�nition 2.3.1 [18] On dit que le C0-semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0

est uniformément borné s'il

existe M ≥ 1 tel que :

‖S(t)‖ ≤M , ∀t ≥ 0.
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Dans la suite, nous noterons par Sg(M,ω) l'ensemble des C0-semi-groupes
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X)

pour lesquels il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que :

‖S(t)‖ ≤M. exp(ω.t),∀t ≥ 0 .

Proposition 2.3.1 [18]

Soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal.

Si x ∈ D(A), alors S(t)x ∈ D(A) et on a l'égalité :

S(t)Ax = A.S(t)x,∀t ≥ 0.

Remarque 2.3.1 [18] On voit que :

S(t)D(A) ⊆ D(A),∀t ≥ 0.

Théorème 2.3.1 [18] Soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal.

Alors l'application :

[0,∞) 3 t 7−→ S(t)x ∈ X

est dérivable sur [0,∞), pour tout x ∈ D(A) et nous avons :

1.
d

dt
S(t)x = S(t)Ax = AS(t)x,∀t ≥ 0 ;

2. S(t)x− x =

∫ t

0

S(s)Axds, ∀t ≥ 0.

Lemme 2.3.3 [18] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un C0-semi-groupe. Alors :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

S(s)xds = S(t)x

pour tout x ∈ X et t ≥ 0.

2.4 Les semi-groupes fortement continus di�érentiables

Dé�nition 2.4.1 [19] On dit que l'application : t −→ S(t)x est di�érentiable si :

lim
t→s

S(t)x− S(s)x

t− s
existe où lim

h→0

S(t+ h)x− S(s)x

h
existe
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Dé�nition 2.4.2 [19] On dit que
(
S(t)

)
t≥0

est un semi-groupe fortement continu di�éren-

tiable si l'application :

[0,+∞[3 t −→ S(t)x

Tel que : S(t)x ∈ X , est di�érentiable pour tout x ∈ X.

Théorème 2.4.1 [19] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe fortement continus et A son générateur

in�nitésimal, alors les a�rmations suivantes sont équivalentes :

1.
(
S(t)

)
t≥0

est un semi-groupe fortement continus di�érentiable.

2. Im
(
S(t)

)
⊂ D(A),∀t ∈ [0,+∞[

Proposition 2.4.1 [19] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe fortement continu di�érentiable,

alors l'application : [0,+∞[3 t −→ S(t)x tel que : S(t)x ∈ X, est continue pour la topologie
de la convergence uniforme.

2.5 Propriétés spectrales des C0-semi-groupes

Nous terminons ce chapitre par quelques propriétés spectrales pour les C0-semi-groupes.

Dans la suite, pour ω ≥ 0 nous désignerons par Λω l'ensemble {λ ∈ C|Re(λ) > ω}.

Théorème 2.5.1 [18] soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal . Si

λ ∈ Λω. alors l'application :

Rλ : X −→ X

Rλx =

∫ ∞
0

exp(−λ.t).S(t)xdt

dé�nit un opérateur linéaire borné sur X , λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ,A)x pour tout x ∈ X

Remarque 2.5.1 [18] on voit que pour tout λ ∈ Λω on a :

ImR(λ,A) = ImRλ ⊆ D(A)

Dé�nition 2.5.1 [18] L'opérateur :

Rλ : X −→ X

Rλx =

∫ ∞
0

exp(−λ.t).S(t)xdt, λ ∈ Λω

s'appelle la transformée de Laplace du semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω)
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Remarque 2.5.2 [18] Soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal. Alors

nous avons :

{λ ∈ C|Re(λ) > ω} ⊂ ρ(A)
ρ(A) ⊂ {λ ∈ C|Re(λ) ≤ ω}

Lemme 2.5.1 [18] Soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal. Alors pour

tout λ ∈ Λω et t > 0 , l'application :

Bλ(t) : X −→ X

Bλ(t)x =

∫ t

0

exp(λ(t− s)).S(s)xds

dé�nit un opérateur linéaire borné sur X véri�ant les propriétés suivantes :

(λI − A)Bλ(t)x = exp(λ.t)x− S(t)x, ∀x ∈ X

et :

Bλ(t)(λI − A)x = exp(λ.t)x− S(t)x,∀x ∈ D(A)

De plus : Bλ(t)S(t) = S(t)Bλ(t).

On peut formuler maintenant le théorème spectral pour C0-semi-groupes.

Théorème 2.5.2 [18] Soient
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) et A son générateur in�nitésimal. Alors :

exp(t.σ(A)) = {exp(λ.t)|λ ∈ σ(A)} ⊆ σ(S(t)),∀t ≥ 0.

2.5.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 2.5.3 [18] Un opérateur linéaire :

A : D(A) ⊂ X −→ X

est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω) si et seulement si :

1. A est un opérateur fermé et D(A) est dense dans X (i.e : D(A) = X)

2. il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λω, on a :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Re(λ)− ω)n
, ∀n ∈ N∗
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Chapitre 3

Semi-groupes intégrés

Nous avons vu dans le chapitre précédent que si A est dense , il génère un C0-semi-groupe,
dans le cas où A n'est pas dense , nous allons voir une nouvelle famille d'opérateurs linéaires
,ce sont les semi-groupes intégrés.

3.1 Dé�nition

Dé�nition 3.1.1 [15] On appelle semi-groupe intégré sur X une famille
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X)

véri�ant les propriétés suivantes :

1. S(0) = 0 ;

2. l'application [0,∞) 3 t 7−→ S(t) ∈ B(X) est fortement continue ;

3. pour tous t, s ≥ 0 on a :

S(t)S(s) =

∫ t

0

[S(τ + s)− S(τ)]dτ .

Remarque 3.1.1 [15] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe intégré. Pour tout n ∈ N , nous désigne-

rons par Cn l'ensemble

{x ∈ X|S(.)x ∈ Cn([0,∞), X)}

avec la convention C0 = X.

Alors la propriété (3) de la dé�nition 3.1.1 est équivalente à

S(t)x ∈ C1

et

S ′(r)S(t)x = S(r + t)x− S(r)x, ∀r, t ≥ 0

pour tout x ∈ X. De plus, nous avons
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S(t) : Cn −→ Cn+1,∀n ∈ N et t ≥ 0

et

S ′(t) : Cn −→ Cn, ∀n ∈ N∗ et t ≥ 0.

Proposition 3.1.1 [15] Soit
(
S(t)

)
t≥0

un semi-groupe intégré. Alors :

1. Pour tout x ∈ C1 on a :

S(r)S ′(t)x = S(r + t)x− S(t)x,∀r, t ≥ 0 ;

2. Pour tout x ∈ C1 on a :

S ′(t)x = S ′′(0)S(t)x+ S ′(0)x,∀t ≥ 0 ;

3. Pour tout x ∈ C2 on a :

S ′′(0)S(t)x = S(t)S ′′(0)x,∀t ≥ 0.

Exemple 3.1.1 [15] Soit
(
T (t)

)
t≥0
∈ Sg(M,ω). Alors la famille

(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X)

S(t) =

∫ t

0

T (s)ds

est un semi-groupe intégré sur X.

3.2 Propriétés générales

Dé�nition 3.2.1 [15] On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X)

l'ensemble :

N = {x ∈ X|S(t)x = 0,∀t ≥ 0}.

Remarque 3.2.1 [15] N est un sous-espace fermé de C1.

Proposition 3.2.1 [15] Soit
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) et

N1 = {x ∈ C1|S ′(0)x = 0}.

Alors N=N1.

Dé�nition 3.2.2 [15] On dit que le semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est non-dégénéré

si N = {0} . Dans le cas contraire, on dit que
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est un semi-groupe intégré

dégénéré.

Remarque 3.2.2 [15] Le semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est non-dégénéré si pour tout

t ≥ 0, S(t)x = 0 implique x = 0.
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Proposition 3.2.2 [15] Un semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est non-dégénéré si et

seulement si on a S ′(0)x = x pout tout x ∈ C1.

Théorème 3.2.1 [15] Soit
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) un semi-groupe intégré non-dégénéré.

Alors
(
S ′(t)

)
t≥0

est un C0-semi-groupe sur C
1.

3.2.1 Le générateur d'un semi-groupe intégré non-dégénéré

Dé�nition 3.2.3 [15] On appelle générateur d'un semi-groupe intégré non-dégénéré(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ X −→ X

dé�ni par : x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si pour tout t ≥ 0 on a :

S(t)x− tx =

∫ t

0

S(r)ydr.

[15] On voit que x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si x ∈ C1 et

S ′(t)x− x = S(t)y,∀t ≥ 0

Remarque 3.2.3 [15] Si (A,D(A)) est le générateur in�nitésimal d'un semi -groupe intégré

non-dégénéré
(
S(t)

)
t≥0

alors D(A) est non dense.

Proposition 3.2.3 [15] Soit A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur d'un semi-groupe intégré

non-dégénéré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) . Alors

C2 ⊆ D(A) ⊆ C1

et

Ax = S ′′(0)x,∀x ∈ C2.

Proposition 3.2.4 [15] Soit A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur d'un semi-groupe intégré

non-dégénéré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) . Alors A est un opérateur fermé.

Proposition 3.2.5 [15] Soit A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur d'un semi-groupe intégré

non-dégénéré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) . Pour tout x ∈ X il résulte

∫ t

0

S(σ)xdσ ∈ D(A) et

A

∫ t

0

S(σ)xdσ = S(t)x− tx,∀t ≥ 0.
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Lemme 3.2.1 [15] Soient A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur d'un semi-groupe intégré non-

dégénéré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) et ϕ : [0,∞) −→ X une application continue tel que :∫ t

0

ϕ(s)ds ∈ D(A),∀t ≥ 0.

Si

A

∫ t

0

ϕ(s)ds = ϕ(t) ∈ D(A),∀t ≥ 0,

alors ϕ(t) = 0, pour tout t ≥ 0.

Théorème 3.2.2 [15](l'unicité de l'engendrement]) : Soient
(
S(t)

)
t≥0

et
(
U(t)

)
t≥0

deux semi-

groupes intégrés ayant pour générateur le même opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ X. Alors
pour tout t ≥ 0 on a S(t) = U(t).

3.3 Propriétés spectrales des semi-groupes intégrés

3.3.1 Semi-groupes intégrés non-dégénéré exponentiellement bornés

Soit
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) un semi-groupe intégré.

Dé�nition 3.3.1 [15] On dit que le semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est exponentielle-

ment borné s'il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t)‖ ≤M. exp(ω.t).

Remarque 3.3.1 [15] Il existe des semi-groupes intégrés qui ne sont pas exponentiellement

bornés. Pour un semi-groupe intégré exponentiellement borné
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X), l'intégrale de

Laplace

R(λ) = λ

∫ ∞
0

exp(−λ.t)S(t)dt

existe pour tout λ ∈ Λω. Si, en plus, le semi-groupe est non-dégénéré, alors on peut montrer le
théorème suivant.

Théorème 3.3.1 [15] Soient A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire fermé et(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) une famille fortement continue pour laquelle il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel

que

‖S(t)‖ ≤M. exp(ω.t)

et ayant l'espace non-dégénéré N = {0}. Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

1. la famille
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) est un semi-groupe intégré non-dégénéré exponentiellement

borné ayant pour générateur l'opérateur A ;

2. Λω ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω on a

R(λ,A) = λ

∫ ∞
0

exp(−λ.t)S(t)dt.
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3.3.2 Le théorème de Arendt

Dans la théorie des semi-groupe intégré, une grande importance revient à un théorème de
représentation de la transformée de Laplace pour une fonction avec des valeurs réelles, montré
par Widder en 1934.

Théorème 3.3.2 [15] (Widder) Soient r : Λ0 −→ R une fonction et M ≥ 0. Les a�rmations
suivantes sont équivalentes :

1. r ∈ C(Λ0) et pour tout λ ∈ Λ0 on a

|r(n)(λ)| ≤ M.n!

(Re(λ))n+1
,∀n ∈ N

2. il existe une fonction f ∈ L∞[0,∞) avec la propriété |f(t)| ≤M pour tout t ≥ 0, tel que

r(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λ.t)f(t)dt,∀λ ∈ Λ0.

Théorème 3.3.3 [15] (Widder�Arendt) Soient X un espace de Banach, a > 0, R : Λa −→ X
une fonction, M ≥ 0 et ω ∈ (−∞, a]. Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

1. R ∈ C∞(Λa, X) et pour tout λ ∈ Λa on a

‖R(λ)(n)‖ ≤ M.n!

(Re(λ)− ω)n+1
, ∀n ∈ N

2. il existe une fonction F : [0,∞) −→ X avec les propriétés

F (0) = 0

et

‖F (t+ h)− F (t)‖ ≤M. exp(ω(t+ h)).h,∀t, h ≥ 0 ,

tel que pour tout λ ∈ Λa on a

R(λ) = λ

∫ ∞
0

exp(−λ.t)F (t)dt.

Théorème 3.3.4 [15] (Arendt) Un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ X −→ X

est le générateur d'un semi-groupe intégré non-dégénéré
(
S(t)

)
t≥0
⊂ B(X) pour lequel il existe

M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t+ h)− S(t)‖ ≤M. exp(ω(t+ h)).h,∀t, h ≥ 0

si et seulement si

1. A est un opérateur fermé ;

2. il existe a ≥ max{0, ω} tel que Λa ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λa on a

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Re(λ)− ω)n
,∀n ∈ N∗.
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Chapitre 4

Application

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques exemples sur les applications des semi-groupes
pour résoudre quelques équations et inclusions di�érentielles fonctionnelles .

4.1 Résolution des équations et inclusions di�érentielles

fonctionnelles

4.1.1 L'opérateur A est à domaine dense

1) Étant donnés un espace de Banach X, un élément u0 de X , une application f dé�nie sur
[0,+∞[ à valeurs dans X , on considère le problème de Cauchy suivant :

Trouver une fonction u dé�nie pour t ≥ 0 , à valeurs dans X telle que :

{
u′(t)− Au(t) = f, t ≥ 0

u(0) = u0
(4.1)

Où u′ désigne la dérivée de u par rapport à t.

On suppose que A est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe fortement continu
(
S(t)

)
t≥0

.

Dé�nition 4.1.1 [16]

On dit que u est solution forte de (4.1) si :

1. u une fonction continue de [0,+∞[ à valeurs dans D(A) muni de la norme du graphe .

2. u est continument dérivable de [0,+∞[ à valeurs dans X.

3. u véri�e l'équation (4.1).
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Théorème 4.1.1 [16] (Unicité de la solution forte)

Si u est solution forte de (4.1) elle est donnée par :

u(t) = S(t).u0 +

∫ t

0

S(t− s).f(s)ds

donc est unique.

Dé�nition 4.1.2 [16]

On dit que u est solution faible de (4.1) si :

1. u est une fonction continue de [0,+∞[ à valeurs dans X.

2. Il existe une suite de fonctions (un)n∈N :
a. Continues de [0,+∞[ à valeurs dans D(A) muni de la norme de graphe.
b. Continument dérivables de [0,+∞[ à valeurs dans X.
telle que :

(un)n∈N converge vers u.
(u′n − Aun)n∈N converge vers f.

(Ces deux convergences étant uniformes sur [0, T ],∀T > 0)
et un(0) converge vers u0 , dans X.

Théorème 4.1.2 [16] (existence)
Soient u0 un élément de X et f une fonction continue de [0,+∞[ à valeurs dans X. Alors u
dé�nie par :

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

est solution faible de (4.1) et elle est unique.

2) l'inclusion di�érentielle :

On considère l'inclusion di�érentielle suivante :{
u′(t)− Au(t) ∈ F (t, y(t)), t ∈ J = [0, b]

u(0) = u0
(4.2)

Dé�nition 4.1.3 [1][2][3] L'ensemble

SF,y = {v ∈ L1(J,X) : v(t) ∈ F (t, yt)}

est appelé l'ensemble des sélections de F.
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Dé�nition 4.1.4 [1][2][3] Une fonction u : [0, b] → X est appelée solution faible de problème
(4.2) si pour tout t ∈ [0, b] et ∃v(.) ∈ SF,y , et elle est de cette forme :

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)v(s)ds

Exemple 4.1.1 [1][2][3]

Comme application de notre résultats, on considère l'équation di�érentielle fonctionnelle
suivante : 

∂

∂t
z(t, x) =

∂2

∂x2
z(t, x) +Q(t, z(t, x)), x ∈ [0, π], t ∈ [0, b]

z(t, 0) = z(t, π), t ∈ [0, b]
z(0, x) = φ(0, x), x ∈ [0, π]

(4.3)

Où Q est une fonction à valeurs compactes.

Soient y(t) = z(t, .), t ∈ [0, b]
et

f(t, y(t))(x) = Q(t, z(t, x)), t ∈ [0, b], x ∈ [0, π]

Prend X = L2[0, π], et on dé�nit l'opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ X par : Aw = w′′

avec domaine D(A) = {w ∈ X,w′ est absolument continue, w′′ ∈ X,w(0) = w(π) = 0}

et

Aw =
∞∑
n=0

n2(w,wn)wn, w ∈ D(A)

où (.,.)est le produit scalaire dans L2[0, π] et wn(s) =

√
2

π
sin(ns).n = 1, 2 : est l'ensemble

orthogonal des vecteurs propres dans A. Il est clair que A est le générateur in�nitésimal d'un
semi-groupe analytique T(t),t ∈ [0, b] ∈ X donné par :

T (t)w =
∞∑
n=1

exp(−n2.t)(w,wn)wn, w ∈ X

Avec des conditions supplémentaires sur Q, on peut voir que le problème (4.3) est pour
formulation abstraite :

u′ − Au = f avec u(0) = u0 et qui peut admettre au moins une solution faible.
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4.1.2 L'opérateur A est à domaine non dense

Si A est à domaine non dense alors il génère un semi-groupe intégré
(
S(t)

)
t≥0

1) Considérons le problème de Cauchy suivant :

{
u′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ J = [0, b]

u(0) = u0 ∈ X.
(4.4)

Alors nous avons le suivant :[1][2][3]

Soit f : J → X une fonction continue, u0 ∈ D(A) , alors le problème (4.3) admet une
solution u : J → X : une fonction continue telle que :

u(t) = S ′(t)u0 +
d

dt

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds.

2) L'inclusion di�érentielle :

Soit {
u′(t)− Au(t) ∈ F (t), t ∈ J = [0, b]

u(0) = u0
(4.5)

Une inclusion di�érentielle telle que F une fonction donnée

On dit que u est une solution intégrale de problème (4.4) si : [1][2][3]

1. u : J → X

2.
∫ t

0

u(s)ds ∈ D(A) pour t ∈ J

3. u(0) = u0 , pour tout t ∈ [0, b] il existe v ∈ L1(J,X) tel que v(t) ∈ F (t)

et

u(t) = S ′(t)u0 +
d

dt

∫ t

0

S(t− s)v(s)ds.

Exemple 4.1.2 [1][2][3]

On considère le problème suivant :
∂

∂t
z(t, x) ∈ ∂2

∂x2
z(t, x) + [Q1(t, z(t, x)), Q2(t, z(t, x))], x ∈ [0, π], t ∈ [0, b]

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ∈ [0, b]
z(0, x) = φ(0, x)

(4.6)

On suppose que : pour tout t ∈ [0, b], Q1(t, .) est semi-continue inférieurement (i.e l'en-
semble : {y ∈ R : Q1(t, y) > µ} est un ouvert pour tout µ ∈ R)
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et que Q2(t, .) est semi-continue supérieurement (i.e l'ensemble : {y ∈ R : Q1(t, y) < µ} est
un ouvert pour tout µ ∈ R)

Soient : y(t)(x) = z(t, x), t ∈ [0, b], x ∈ [0, π]

et

F (t, φ)(x) = [Q1(t, φ(0, x)), Q2(t, φ(0, x))], x ∈ [0, π]

et φ(0)(x) = φ(0, x)

On considère : X = C([0, π]), l'espace de Banach des fonctions continues sur [0, π] à valeurs
dans R. On dé�nit l'opérateur linéaire A par :

Az =
∂2

∂x2
z

D(A) = {z ∈ C([0, π]) : z(0) = z(π) = 0,
∂2

∂x2
z ∈ C([0, π])}

Et on a :

D(A) = C0([0, π]) = {v ∈ C([0, π]) : v(0) = v(π) = 0} 6= C([0, π])

il s'ensuit que A génère un semi-groupe intégré (S(t))t≥0 et que ‖S ′(t)‖ ≤ exp(−µ.t) pour
t ∈ [0, b] et µ > 0 , et que A satisfait le condition de Hille-Yosida

Avec des conditions supplémentaires sur Q1, Q2 le problème (4.6) se met sous la forme
u′ − Au ∈ F avec u(0) = u0 et qui peut admettre une solution intégrale.
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